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Pr❡❞✐❝t❡❞ ❛✐r tr❛✣❝ ❣r♦✇t❤ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❞♦✉❜❧❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✢✐❣❤ts ♦✈❡r t❤❡ ♥❡①t ✷✵ ②❡❛rs✳ ■❢ ❝✉rr❡♥t ♠❡❛♥s ♦❢ ❛✐r tr❛✣❝ ❝♦♥tr♦❧
❛r❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✱ ❛✐rs♣❛❝❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✇✐❧❧ r❡❛❝❤ ✐ts ❧✐♠✐ts✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ✐♥✲
❝r❡❛s✐♥❣ ❛✐rs♣❛❝❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♠♦t✐✈❛t❡s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛✐r❝r❛❢t tr❛❥❡❝t♦r② ♣❧❛♥✲
♥✐♥❣ ✐♥ ✹❉ ✭s♣❛❝❡✰t✐♠❡✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s❡ts ♦❢ ❝♦♥✢✐❝t✲❢r❡❡ ✹❉
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ♥❛t✉r❡✲✐♥s♣✐r❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ t❤❡ ❧✐❣❤t
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭▲P❆✮✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ✇❛✈❡❢r♦♥t ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ②✐❡❧❞s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ✭♠✐♥✐♠❛❧✲✐♥✲
t✐♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s✮ ❢♦r t❤❡ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢
❛✐r✲tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✳ ■♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ▲P❆ ②✐❡❧❞s ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ r❡s✉❧ts
♦♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ tr❛✣❝ ♦✈❡r ❋r❛♥❝❡ ✇❤✐❧❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥str❛✐♥ts
✐♥ ❛✐r✲tr❛✣❝ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❤❡♥ ✢②✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛✐r♣♦rts✱ ❛✐r❝r❛❢t ♠✉st ❢♦❧❧♦✇ ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ s❡t ♦❢
r♦✉t❡s ❛♥❞ ❜❡❛❝♦♥s ✭❝r♦ss✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❛✐r✇❛②s✮ ♦♥ ❛♥ ❛✐r✇❛② ♥❡t✇♦r❦
✐♥ ♦r❞❡r t♦ str✉❝t✉r❡ t❤❡ tr❛✣❝ ❢♦r t❤❡ ❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛✐r tr❛✣❝ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳ ❆s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❜❡❛❝♦♥s ♣r♦♠♦t❡ ❝♦♥✢✐❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ❛✐r❝r❛❢t ✇❤❡♥ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s
❝♦♥✈❡r❣❡ ♦♥ ❝♦♠♠♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡r❡❜② ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ r✐s❦
♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ❆✐r tr❛✣❝ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ♠♦♥✐t♦r tr❛✣❝ ❛♥❞ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛✐r❝r❛❢t ❢♦❧✲
❧♦✇ t❤❡✐r ♣❧❛♥♥❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❲❤❡♥ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❛✐r❝r❛❢t ❛r❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦
t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t✱ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐ss✉❡ ❤❡❛❞✐♥❣✱ s♣❡❡❞ ♦r ❛❧t✐t✉❞❡
♠❛♥❡✉✈❡rs t♦ s♦♠❡ ❛✐r❝r❛❢t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ s❡❝✉r✐t② ❞✐st❛♥❝❡
✭❝❛❧❧❡❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ❛✐r❝r❛❢t✳ ❋♦r ❡♥✲r♦✉t❡ ❝r✉✐s✐♥❣ ❛✐r✲
❝r❛❢t✱ ❛✐r tr❛✣❝ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✉s✉❛❧❧② ✉s❡ ❤❡❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ❢♦r ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ✢✐❣❤t ❡✣❝✐❡♥❝② ✭✈❡rt✐❝❛❧ ♠❛♥❡✉✈❡rs ❛r❡
♠❛✐♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❡r♠✐♥❛❧ ❛r❡❛s✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❤❡❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ❤❛✈❡ ❛ ♠♦r❡ ❡❢✲
❢❡❝t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ tr❛✣❝ s✐t✉❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✐r tr❛✣❝ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣♦✐♥t ♦❢
✈✐❡✇ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s♣❡❡❞ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✮✳ ❙♣❡❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r ❝♦♥✢✐❝t
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ♣❤❛s❡ ❛s ✐t ✐s s❤♦✇♥ ❜② ❉✉r❛♥❞ ❬✼❪✳
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t♦ ❛❜s♦r❜ t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥ ❛♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛✐rs♣❛❝❡ ❝❛♣❛❝✐t②✱ ✇❤✐❧❡
❡♥s✉r✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ❡q✉✐✈❛❧❡♥t st❛♥❞❛r❞s ♦❢ s❛❢❡t② ❛♥❞ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡
❊✉r♦♣❡❛♥ ♣r♦❥❡❝t ❙❊❙❆❘ ✭❙✐♥❣❧❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙❦② ❆❚▼ ❘❡s❡❛r❝❤✮ ❬✸✷❪ ✇❛s
✐♥✐t✐❛t❡❞ t♦ ♣r♦♣♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆
♠❛❥♦r ♥❡✇ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❙❊❙❆❘ ✐s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✹❉ tr❛❥❡❝t♦r② ♣❧❛♥♥✐♥❣✳
✹❉ tr❛❥❡❝t♦r② ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✢✐❣❤t
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s②st❡♠s ✭❋▼❙✱ s②st❡♠ ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❛✉t♦✲♣✐❧♦t✮ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❛✐r❝r❛❢t ✐s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥
❛t ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ t✐♠❡✳ ■♥ t❤✐s ❢✉t✉r❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❣❡♥❡r❛❧ ❝✉r✈❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❝❛♥
❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✢✐❣❤t✱ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ❝❛❧❧❡❞ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❇✉s✐♥❡ss

❚r❛❥❡❝t♦r② ✭❘❇❚✮✱ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✐r❧✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ s❡♥t t♦
t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② t❤❡ ❋▼❙✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ❛✐r tr❛✣❝
❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛♥❞ ♣✐❧♦ts s✐♠♣❧② ♠♦♥✐t♦r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛♥♥❡r✳

❆✐r❝r❛❢t tr❛❥❡❝t♦r② ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛✲
❥❡❝t♦r② ❢r♦♠ st❛rt t♦ ❣♦❛❧ ✭t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s❡✈❡r❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s s✉❝❤ ❛s
♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ♣❛t❤ ❞✐st❛♥❝❡✱ ♠♦t✐♦♥ t✐♠❡ ♦r ❢✉❡❧✮ ✇❤✐❧❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ♦❜st❛❝❧❡s ✐♥
t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛✐r❝r❛❢t ❞②♥❛♠✐❝s✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ✜♥❞✐♥❣ ♣❛t❤s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭❡✳❣✳ ❛ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛ ❣r❛♣❤✱ ♦r ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝
s♣❛❝❡✮✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣❛t❤s ♠❛② ♥❡❡❞ t♦
s❛t✐s❢② ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❡✳❣✳ ♦❜st❛❝❧❡ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✮ ❛♥❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢
❝r✐t❡r✐❛ ✭❡✳❣✳ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝s ❛♥❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛
❝♦❧❧✐s✐♦♥✲❢r❡❡ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐s ✉s❡❞
✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s r♦❜♦t✐❝s✱ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✱ ❛ss❡♠❜❧②✱
tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐♥ ❆❚▼ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳
❚❤❡ ✜rst ❝❧❛ss ❝♦♥s✐❞❡rs st❛t✐❝ ♦❜st❛❝❧❡s ❛♥❞ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
♣r❡✲t❛❝t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡✳ ■♥ ♣r❡✲t❛❝t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡✱ ❛✐r❝r❛❢t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ❛❧t❡r❡❞ t♦
r❡❞✉❝❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♦❢ ❛✐rs♣❛❝❡✳ ❙♦♠❡ ❛✐r❝r❛❢t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ r❡❝♦♠♣✉t❡❞ t♦
❛✈♦✐❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛r❡❛s✳ ❙✉❝❤ ♣r❡✲t❛❝t✐❝❛❧ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❜❛❞✲
✇❡❛t❤❡r ❛r❡❛s✳ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ❛r❡❛s ❛♥❞ ✇❡❛t❤❡r ❡✈❡♥ts ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
❦♥♦✇♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛✐r❝r❛❢t✱ ♦♥❡ ♦r t✇♦ ❤♦✉rs ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱
s✉❝❤ ❛r❡❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢✉❧❧② ✏st❛t✐❝✧ ❜✉t ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢
❛❞❞r❡ss✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❜st❛❝❧❡s✳ ❋♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ s❤❛♣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s
♦❢ ♦❜st❛❝❧❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✳ ❲❡ ❛r❡ t❤❡♥ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛♥ ❛✐r❝r❛❢t
tr❛❥❡❝t♦r② t❤❛t ❛✈♦✐❞s ♦❜st❛❝❧❡s ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ♦❢ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ st✉❞✐❡❞ ❤❡r❡ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❛❝t✐❝❛❧
♣❤❛s❡✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ❛✐r✇❛②s ❝r♦ss✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛t ❜❡❛❝♦♥s ♠❛② ✐♥❞✉❝❡
r✐s❦s ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛✐r❝r❛❢t✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥✢✐❝ts✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❝♦♥✢✐❝t✱ ❛✐r❝r❛❢t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞ ✸ t♦ ✼ ♠✐♥✉t❡s ❜❡❢♦r❡ ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❜② ❛✐r tr❛✣❝ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❛❝t✐❝❛❧ ♣❧❛♥♥✐♥❣✳

✷



■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ♦❢ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣✱ ❛✐r❝r❛❢t ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥✢✐❝t ❛r❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ❛s ✏❞②♥❛♠✐❝✧ ♦❜st❛❝❧❡s ✐♥ r❡❣❛r❞s t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡
❣♦❛❧ ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ r♦❜✉st ❝♦♥✢✐❝t✲❢r❡❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❢♦r ❡❛❝❤ ❛✐r❝r❛❢t✳

❋♦r ❜♦t❤ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♠♦♦t❤
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ s❤❛r♣ t✉r♥s✳ ❚❤❡ r♦❧❧ ❛♥❣❧❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r ♣❛ss❡♥✲
❣❡r ❝♦♠❢♦rt✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✢②✱ t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t s♣❡❡❞ ❤❛s t♦ st❛②
✇✐t❤✐♥ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ st❛❧❧ ✭✇✐♥❣s
❞♦ ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥② ❧✐❢t✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ▼❛❝❤ ✶ ✭❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t✮✳ ❆❧❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♣❧❛♥♥❡rs ♠✉st ♠❡❡t t❤❡s❡ s♣❡❡❞
❝♦♥str❛✐♥ts✳

■♥ t❤❡ t❛❝t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✢✐❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ❛✐r❝r❛❢t ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧②
r❡s♦❧✈❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❤❡❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ♠❛♥❡✉✈❡rs✿

• t✉r♥✐♥❣ ♣♦✐♥ts✿ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❛♥ ❛✐r❝r❛❢t ❤❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜r✐♥❣✐♥❣ ✐t ❜❛❝❦
♦♥ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ tr❛❥❡❝t♦r②❀

• ♦✛s❡ts✿ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ❧❛t❡r❛❧ s❤✐❢t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ tr❛❥❡❝t♦r②✳

❚❤❡s❡ ♠❛♥❡✉✈❡rs ❛r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✐r tr❛✣❝ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛♥❞ s❡♥t t♦ ♣✐❧♦ts
❜② r❛❞✐♦ ✭✈♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✮✳ ❲❤❡♥ ♣✐❧♦ts ❛r❡ ❝❤❛r❣❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣
❛✐r❝r❛❢t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡s♦❧✈❡ ❝♦♥✢✐❝ts ❜② s❡♥❞✐♥❣ ❛✐r❝r❛❢t ❛
❣❡♥❡r❛❧ ❝✉r✈❡❞ tr❛❥❡❝t♦r② ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❤❡❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡
♥❡❡❞❡❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈♦✐❝❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❧❛st ♣♦✐♥t ❧✐♠✐ts
t❤❡ s❡t ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❝♦♥✢✐❝ts✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❙❊❙❆❘✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡♥s✉r❡❞
❜② t❤❡ s②st❡♠ ✇✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✭❙❲■▼✮✳ ❚❤❡ ❙❲■▼ ❛r❝❤✐t❡❝✲
t✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ■♥t❡r♥❡t ♣r♦t♦❝♦❧s ✭❞❛t❛ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ❛✐r❜♦r♥❡ ❛♥❞
❣r♦✉♥❞ ❡q✉✐♣♠❡♥ts✮✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❣❡♥❡r❛❧ ❝✉r✈❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ s❤❛r❡❞
❜❡t✇❡❡♥ ❛✐r❝r❛❢t ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ ❝♦♥tr♦❧✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❞r❡ss tr❛❥❡❝t♦r② ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ♥❛t✉r❡✳ ◆❛t✉r❛❧ ♣❛r❛❞✐❣♠s ❛r❡ ❛t t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ s❡✈❡r❛❧
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤r♦✉❣❤ ❜✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ②❡❛rs✱ ♥❛t✉r❡ ❤❛s ❢♦✉♥❞ s♦✲
❧✉t✐♦♥s t♦ ❛❧❧ t❤❡ ✏♣r♦❜❧❡♠s✧ ♠❡t✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢
♣r♦❜❧❡♠✲s♦❧✈✐♥❣ ❜② ♥❛t✉r❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♥❛t✉r❡✲✐♥s♣✐r❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❈❧❛ss✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡✲✐♥s♣✐r❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡ t✇♦ ♠❛❥♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥t❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥ ✭s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥s✮ ❛♥❞ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥
✭❡✳❣✳ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥✮✳ ■♥t❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡
t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✱ ✇❤✐❧❡ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈♦✐❞s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ tr❛♣♣❡❞
❛t ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠❛ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✐t ❜r♦❛❞❡♥s t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞
s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜❡st✲❦♥♦✇♥ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❣❡♥❡t✐❝
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✷✹❪✱ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❬✷✵❪✱ ❛♥t ❝♦❧♦♥② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❬✸❪✱ ❜❡❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✷✼❪ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ s✇❛r♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❬✶✽❪✳

■♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦♣t✐❝s✱ ❧✐❣❤t ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ r❛②s✳ ▲✐❣❤t ❡♠✐t✲
t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣♦✐♥t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ tr❛✈❡❧ ❛❧♦♥❣ s✉❝❤ ❛ r❛② t❤r♦✉❣❤ s♣❛❝❡✳ ■♥
❛♥ ❡✛♦rt t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ s♣❛❝❡ t❛❦❡♥ ❜② r❛②s ❛s t❤❡② ♣❛ss
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t❤r♦✉❣❤ ✈❛r✐♦✉s ♠❡❞✐❛✱ ❋❡r♠❛t ✭✶✻✵✶✲✶✻✻✺✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❧❡❛st

❛❝t✐♦♥ ❬✶✺❪✿

❚❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ ❛ ❧✐❣❤t r❛② ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✐♠❡

♦❢ tr❛♥s✐t✱ ♥♦t t❤❡ ❧❡♥❣t❤✱ ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✳

❲❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ s❡✈❡r❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❋❡r♠❛t✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✿

• ■♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ ❧✐❣❤t r❛②s ❛r❡ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇✐t❤✐♥
❛♥② ♠❡❞✐✉♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ ❧✐❣❤t tr❛✈❡❧s ✐♥
❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡✳

• ■♥ ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ ❧✐❣❤t r❛②s ❢♦❧❧♦✇ s♠♦♦t❤ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❝✉r✈❡s
✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ tr❛♥s✐t t✐♠❡✳

▲✐❣❤t t❤❡r❡❢♦r❡ t❡♥❞s t♦ ❛✈♦✐❞ ❤✐❣❤ ✐♥❞❡① ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ r❛②s ❛r❡ s❧♦✇❡❞ ❞♦✇♥✳
▲✐❣❤t r❡❛❝❤❡s ❧♦✇❡st s♣❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥❞❡①✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❧❡❛st ❛❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛t❤ ♣❧❛♥✲
♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s s♠♦♦t❤ ❣❡♦❞❡s✐❝ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts
✇✐t❤ st❛t✐❝ ♦r ❞②♥❛♠✐❝ ♦❜st❛❝❧❡s✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✐♠✐❝s ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t t♦✇❛r❞s ❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱ ✇✐t❤ ♦❜st❛❝❧❡s ♠♦❞❡❧❡❞
❜② ❤✐❣❤✲✐♥❞❡① ❛r❡❛s✳ ❇② ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡① ❧❛♥❞s❝❛♣❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡♥✲
s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♠❡❡t t❤❡ s♣❡❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ r❡♠❛✐♥ ❛t
❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ♦❜st❛❝❧❡s✳ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥

③♦♥❡ ✭✈♦❧✉♠❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t ✇❤❡r❡ ♥♦ ♦t❤❡r ❛✐r❝r❛❢t ♠❛② ❡♥t❡r✮
♦❢ ♦t❤❡r ❛✐r❝r❛❢t ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❤✐❣❤✲✐♥❞❡① ❛r❡❛s✳ ❖✉r ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭▲P❆✮ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛✐r❝r❛❢t ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ■t ✐s
❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t ❦♥♦✇s t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❛✐r❝r❛❢t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✭t❤❡
s❡t ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❛✐r❝r❛❢t ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳ ❲❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ▲P❆ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s ❬✹✱ ✺✱ ✻❪✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r❡s❡♥ts ♣r❡✈✐♦✉s r❡❧❛t❡❞
✇♦r❦s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❣✐✈❡s s♦♠❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❧✉❡s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❡
❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ▲P❆✱ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
❣❡♦❞❡s✐❝s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✇❡ r❡♣♦rt ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❆❚▼ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ▲P❆ ❝❛♥ s♦❧✈❡ ✾✾✪ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝ts ✐♥ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❛✐rs♣❛❝❡ ❢♦r
❛ r❡❛❧ tr❛✣❝ ❞❛② ✭✽✵✵✵ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✮✳

✷ Pr❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s

■♥ r♦❜♦t✐❝s✱ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐✳❡✳
❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛ ♣❛t❤ t❤❛t ❛✈♦✐❞s ♦❜st❛❝❧❡s ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥❝❡r♥ t♦ r♦❜♦t s♣❡❡❞s✳
❚❤✐s ✇❛s ✜rst ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ ❢♦r ❛rt✐❝✉❧❛t❡❞ r♦❜♦ts ❜② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r♦❜♦t r❡❞✉❝❡s t♦ ❛

✹



♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡s ♠❛♣ ✐♥t♦ ❈✲s♣❛❝❡ ♦❜st❛❝❧❡s ❬✷✷✱ ✷✸❪✳ ❯s✐♥❣ ♦♥❧②
♦❜st❛❝❧❡✲❢r❡❡ ♣❛t❤s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ r♦❜♦t ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♠❛② ❜❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧②
✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❡✈❡♥ ❛t ♠♦❞❡r❛t❡ s♣❡❡❞✱ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ r♦❜♦t t♦ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡
❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♣❛t❤ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❧✐♠✐t❡❞ ❛❝t✉❛t♦r ❡✛♦rts✳ ❚❤✐s ❣❛✈❡
r✐s❡ t♦ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ✐♥ t❤❡ st❛t❡

s♣❛❝❡✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❥✉st ❛ ♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ P❧❛♥♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡
st❛t❡ s♣❛❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ♠♦r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡✱ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛
❞②♥❛♠✐❝ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s t✐♠❡ ♦r ❡♥❡r❣② ❬✸✸✱ ✸✹✱ ✸✺❪✳

❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐♥ st❛t✐❝✱ ❛♥❞ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❡♥✈✐✲
r♦♥♠❡♥ts✳ ■♥ st❛t✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡s ❛r❡ ✜①❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ r♦❜♦t ✐s
t❤❡ ♦♥❧② ♠♦✈✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✳ ■♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ❜♦t❤ t❤❡ r♦❜♦t ❛♥❞ t❤❡
♦❜st❛❝❧❡s ♠♦✈❡✳ ▼♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧②
❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ r♦❜♦t✬s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✱
❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❬✶✵✱ ✶✶✱ ✷✽❪✳

❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠s✿ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♣❧❛♥♥✐♥❣✳ ❚❤✐s
♠❡t❤♦❞ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♣❛t❤ ❛♠♦♥❣ t❤❡ st❛t✐❝ ♦❜st❛❝❧❡s ✐♥ t❤❡
s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜st❛❝❧❡ ✇✐t❤ t❤❡
♣❛t❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ r❡❣✐♦♥s ❬✶✷✱ ✶✸✱ ✶✼❪✳

❉✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ r❡❧② ♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✈✐s✐❜✐❧✐t②

❣r❛♣❤s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣r❛♣❤s ♦❢ ✐♥t❡r✈✐s✐❜❧❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ t②♣✐❝❛❧❧② ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts
❛♥❞ ♦❜st❛❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♣❧❛♥❡✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✈✐s✐❜❧❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡♠✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐❢ t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t✇♦ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t
♣❛ss t❤r♦✉❣❤ ❛♥② ♦❜st❛❝❧❡✱ ❛♥ ❡❞❣❡ ✐s ❞r❛✇♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❬✶✹❪✳

◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s tr❛❥❡❝t♦r② ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r r♦❜♦t ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❧❛tt❡r ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s♣❡❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♥♦♥❡
♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r♦❞✉❝❡s t✐♠❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠♦t✐♦♥s✳

❙❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡s♦❧✈❡ ❝♦♥✢✐❝ts ✐♥
❛✐r tr❛✣❝ ❬✷✶❪✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s t♦ ✜♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥✢✐❝t✲❢r❡❡
✹❉ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t❤❛t r❡❛❝❤ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳ ❙✉❝❤ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♣t✐♠✐③❡
❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ t②♣✐❝❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡
❝♦st ✐♥❞❡① ✭t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲r❡❧❛t❡❞ ❝♦st ♦❢ ❛✐r♣❧❛♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡
❝♦st ♦❢ ❢✉❡❧✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ✐♥❞❡① r❡✢❡❝ts t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❢✉❡❧
❝♦st ♦♥ ♦✈❡r❛❧❧ tr✐♣ ❝♦st✱ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t✐♠❡✲r❡❧❛t❡❞ ❞✐r❡❝t ♦♣❡r❛t✐♥❣
❝♦sts✳ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞
✐♥t♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ♠❡t❤♦❞s✳

●❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✾✱ ✷✹❪ ❛r❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❝♦♥s✐st ♦❢ ❣❡♥❡r✲
❛t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ✏♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✧ ♦❢ ❛✐r❝r❛❢t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱
✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ❜❛s✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✿ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ♠✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r♦ss♦✈❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ✐t❡r❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
♥♦ ❧♦♥❣❡r ✐♠♣r♦✈❡❞✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✜♥✐t❡ ♠❛♥❡✉✈❡rs✱ ✇❤✐❝❤

✺



❝♦♥t❛✐♥s str❛✐❣❤t s❡❣♠❡♥ts✱ t✉r♥✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ♦✛s❡ts✳ ❚❤❡s❡ ♠❛♥❡✉✈❡rs
❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❜② ❛✐r tr❛✣❝ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳ ●❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❣❡♥❡r❛t❡
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇✐t❤ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ♠❛♥❡✉✈❡rs ❛♥❞ ✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✇✐t❤✐♥
❜♦✉♥❞❡❞ r❛♥❣❡s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ r❡❛❝❤ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡✱ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✭❝♦♥✢✐❝t✲❢r❡❡✮ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t
❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞✳

◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬✷✱ ✷✾✱ ✸✵✱ ✸✶❪ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s
❜❛s❡❞ ♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛✐r❝r❛❢t ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡s
♠♦✈✐♥❣ t♦✇❛r❞s ✐ts ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡✳ ❋✉rt❤❡r✲
♠♦r❡✱ t❤❡② ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❧♦❝❛❧ tr❛♣s ✇✐t❤ ③❡r♦ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛
str♦♥❣ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❢♦r ♦✉r ❛✐r❝r❛❢t ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ♣r♦❞✉❝❡s
❛ tr❛❥❡❝t♦r② ✇❤✐❝❤ ❝♦♥♥❡❝ts t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡
❛✈♦✐❞✐♥❣ ♦❜st❛❝❧❡s ✭t❤❡ ♦t❤❡r ❛✐r❝r❛❢t✮✳ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞②
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡✐r ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ✐♥ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❝♦❧❧✐✲
s✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❣♦❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭r❡❛❝❤ t❤❡
❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ t❤❡ r✐❣❤t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t t❛❦❡
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❆❚▼ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ s✉❝❤ ❛s ❜♦✉♥❞❡❞ s♣❡❡❞s✱ s♠♦♦t❤ tr❛❥❡❝✲
t♦r✐❡s ❛♥❞ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡② ♠❛② ②✐❡❧❞ ❧❛r❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠
t❤❡ ❘❇❚✳

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✲❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞✱ ❜✉t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡❧② s❛t✐s❢❛❝t♦r② s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

✸ ▲✐❣❤t✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t tr❛❥❡❝t♦r② ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❛r❡
❛❞❞r❡ss✐♥❣✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧✐❣❤t✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞✱ ✜♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss
s♦♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✸✳✶ Pr♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥t

❲❡ s❡❡❦ t♦ ✜♥❞ ❢♦r ❛ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✱ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts
✐♥ R

n✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❡tr✐❝ ✭t✐♠❡✱ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✳✳✳✮✳ ❚❤❡ ♣❛t❤ ✐s
s✉❜❥❡❝t t♦ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣❧✉s t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✬s
✈❡❧♦❝✐t② r❡♠❛✐♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ✐♥✐t✐❛❧✴✜♥❛❧ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ✭❡♥tr❛♥❝❡✱ ❡①✐t ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❤❡❛❞ ❛♥❞ s♣❡❡❞✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝✉r✈❛✲
t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛t❤ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s♠♦♦t❤ tr❛❥❡❝t♦r② ✭✇❤✐❝❤
✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛✐r❝r❛❢t ❤❡❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡ r❛t❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
❜♦✉♥❞❡❞ t♦♦✮✳

❚❤❡ ✜rst t②♣❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❤❛r❞❀ ♣❛t❤s ♠✉st ♥♦t ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ ♦❜st❛✲
❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♣r❡s♣❡❝✐✜❡❞ s✉❜s❡ts ♦❢ Rn ✭❜❛rr✐❡rs✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡
♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s s♦❢t❀ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r❡s♣❡❝✐✜❡❞ s✉❜s❡ts ♦❢ R

n s❤♦✉❧❞ ❜❡
❛✈♦✐❞❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ♣❛t❤ ♠❛② ❣♦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡♠ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❛ ♣❡♥❛❧t②
t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts

✻



✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ❧♦♥❣❡r ✐♥ t❤❡s❡ s✉❜s❡ts✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛
♠❡tr✐❝ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❛t❤✬s ❧❡♥❣t❤✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s s✉❝❤ ❝♦♥str❛✐♥ts
♠❛② ❡✐t❤❡r ❜❡ st❛t✐❝ ♦r ❞②♥❛♠✐❝✳

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛r❡❛✱ s✉❝❤ ❤❛r❞ ❛♥❞ s♦❢t ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ✏♠❡tr✐❝
❧❛♥❞s❝❛♣❡✧ C✳ ❚❤✐s ♠❡tr✐❝ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❛♣s R

n t♦ ❛ ❝♦st
✈❛❧✉❡ ✐♥ [0,+∞)✳ ❚❤✐s ♠❡tr✐❝ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❛♣s Rn×time
t♦ ❛ ❝♦st ✈❛❧✉❡ ✐♥ [0,+∞)✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡
✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ s♦❢t ❛♥❞ ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s❤❛r♣ ♣❡❛❦s r❡♣r❡s❡♥t
❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭♦❜st❛❝❧❡s✮ ❛♥❞ s♠♦♦t❤ ❤✐❧❧s ♠♦❞❡❧ s♦❢t ❝♦♥str❛✐♥ts✳

▲❡t ~γ(~s, ~d, u) ❜❡ ❛ ♠♦❜✐❧❡ tr❛❥❡❝t♦r② st❛rt✐♥❣ ❛t ♣♦✐♥t ~s ❛♥❞ r❡❛❝❤✐♥❣
t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ~d✱ ✇❤❡r❡ u ✐s t❤❡ ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r ❛❜s❝✐ss❛✳❚r❛❥❡❝t♦r② ~γ(~s, ~d, u)
s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✿

~γ(~s, ~d, us) = ~s ❛♥❞ ~γ(~s, ~d, ud) = ~d, ✭✶✮

✇❤❡r❡ us ❛♥❞ ud ❛r❡ t❤❡ ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r ❛❜s❝✐ss❛ ♦❢ ~s ❛♥❞ ~d✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ t❤❡
tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✱ t✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

t(u) = ts + u× (td − ts), ✭✷✮

✇❤❡r❡ ts ✐s t❤❡ st❛rt✐♥❣ t✐♠❡ ❛t ♣♦✐♥t ~s ❛♥❞ td t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛rr✐✈❛❧ ❛t t❤❡
❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ~d✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s♣❡❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ~γ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s✿

‖
∂~γ(~s, ~d, t(u))

∂t
‖ ∈ (Vmin, Vmax), ∀u ∈ [us, ud], ✭✸✮

✇❤❡r❡✱ ❢♦r ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✱ ~Vmin ✐s t❤❡ st❛❧❧ ❧✐♠✐t ❛♥❞ ~Vmax ✐s ▼❛❝❤ ✶ ✭❛t ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t ❜❡❝♦♠❡s ✉♥s❛❢❡✮✳ ❚❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❝✉r✲
✈❛t✉r❡✱ K(~γ, u)✱ ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r ❛❜s❝✐ss❛ u✱ ❛♥❞ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

K(~γ, u) =
‖~γ

′

(u) ∧ ~γ
′′

(u)‖

‖~γ′(u)‖3
, ✭✹✮

✇❤❡r❡ ∧ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝r♦ss ♣r♦❞✉❝t✳ ❋✐♥❛❧❧② ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ tr❛❥❡❝t♦r② ~γ✱ t❤❡
❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛❜♦✈❡ ❜② s♦♠❡ ❣✐✈❡♥ Kmax✿

|K(~γ, u)| ≤ Kmax ∀u ∈ [us, ud]. ✭✺✮

❲❡ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ~γ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✷✮✱ ✭✸✮✱
✭✹✮ ❛♥❞ ✭✺✮✱ ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

f(~γ) =

∫ ud

us

c(~γ(~s, ~d, u))du, ✭✻✮

✇❤❡r❡ c(~γ(~s, ~d, u)) ✐s t❤❡ ❝♦st ♦❢ tr❛✈❡❧✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s♣❛❝❡ q✉❛♥t✉♠ du
♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ~γ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡tr✐❝ c✳

✼



✸✳✷ ▼♦❞❡❧

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❛♣ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❡tr✐❝
❧❛♥❞s❝❛♣❡✳ ❚❤✐s ✐♥❞❡① ♠❛♣✱ I✱ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❛♣s R

n ♦r R
n × time

✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st❛t✐❝ ♦r ❞②♥❛♠✐❝ ❝❛s❡✮ t♦ ❛♥ ✐♥❞❡① ✈❛❧✉❡ ✐♥ [1,+∞[✳
❚❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡❧❧

s✉✐t❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳
■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❛r❡❛s ✭❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛r❡❛s ♦r ✇❡❛t❤❡r

❡✈❡♥ts✮ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✇✐t❤ ③♦♥❡s ♦❢ ❤✐❣❤ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s✳ ❚❤❡
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❛ s✉❜st❛♥❝❡ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥ t❤❛t
s✉❜st❛♥❝❡✳ ■t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥ ✈❛❝✉✉♠ r❡❧❛t✐✈❡
t♦ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❡❞✐✉♠✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❛ss✐❣♥ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❡♣t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❢♦r❜✐❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢r♦♠ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡
❜❛rr✐❡r ❛r❡❛s ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ✐♥✜♥✐t❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s t♦ t❤❡s❡ s✉❜s❡ts✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❜❡ ❝♦♥t❡♥t ✇✐t❤ ❛ss✐❣♥✐♥❣ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s t♦ ❜❛rr✐❡rs t❤❛t
❛r❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ♠❛♣✳ ❆r❡❛s ✇❤❡r❡
t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❡q✉❛❧ t♦ ✶✱ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠✱ ✇❤❡r❡ ❧✐❣❤t ♠♦✈❡s ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠
s♣❡❡❞✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❡♥tr② ♣♦✐♥t t♦ ❛✐rs♣❛❝❡✱ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❛t t❤❡
❞❡♣❛rt✉r❡ ♣♦✐♥t ❡♠✐tt✐♥❣ ❧✐❣❤t ❜❡❛♠s ✐♥ ❡✈❡r② ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② t❤❡ ✜rst ❧✐❣❤t ❜❡❛♠ ✭✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❛✐r❝r❛❢t tr❛❥❡❝t♦r②✮
t❤❛t r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ t❤❛t ✇❡ s❡❡❦✳ ■♥❞❡❡❞✱
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋❡r♠❛t✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❧✐❣❤t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❤♦rt❡st✲t✐♠❡ ♣❛t❤✳ ❚❤✐s
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛s ❧✐❣❤t ❢♦❧❧♦✇s ❣❡♦❞❡s✐❝s✱ ✐✳❡✳ ✐t ✉s❡s
❛ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ✭✐❢ ✐t ❡①✐sts✮ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ s♣❛❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛
♠❡tr✐❝ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣❛t❤ tr❛✈❡❧ t✐♠❡✳ ▲✐❣❤t s❡❡❦s t♦ ❛✈♦✐❞ ❛r❡❛s ✇✐t❤ ❤✐❣❤
✐♥❞✐❝❡s ✭♦✉r s♦❢t ❝♦♥str❛✐♥ts✮ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s s❧♦✇❡❞ ❞♦✇♥ t❤❡r❡✱ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥♥♦t
♣❛ss t❤r♦✉❣❤ ✐♥✜♥✐t❡✲✐♥❞❡① ❛r❡❛s ✭♦✉r ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✮✳

❆♥♦t❤❡r ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦✉r ❛✐r❝r❛❢t ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤
❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t✱ ❛s✐❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t ✐t ✜ts ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉r ♣❡♥❛❧t② ❛♥❞ ❜❛rr✐❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐t ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡s ♦✉r s♣❡❡❞✲
✐♥t❡r✈❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❧✐❣❤t ✈❡❧♦❝✐t② ❜❡✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
♠❡❞✐✉♠✬s r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ s♣❡❡❞ r❡♠❛✐♥✐♥❣
✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧ s✐♠♣❧② ❜② r❡q✉✐r✐♥❣ ✐♥❞❡① ✈❛❧✉❡s t♦ r❡♠❛✐♥ ✇✐t❤✐♥ ❛♥
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❛♥❣❡✳

✹ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❣❡♦❞❡s✐❝s

❆s ♥♦t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ tr❛❥❡❝t♦r② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❧✐❣❤t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♦✉r ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭t❤❡ s❡❛r❝❤❡❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s t❤❡
s❤♦rt❡st ✐♥ t✐♠❡✮✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡
❣❡♦❞❡s✐❝s✳ ❲❡ ✜rst r❡✈✐❡✇ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

✽



❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡♥♦t❡❞
▲P❆✳

✹✳✶ ❚r✐❛♥❣❧❡ ▼❡s❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❚r✐❛♥❣❧❡ ♠❡s❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❧♦♦❦ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❣❡♦❞❡s✐❝s ♦♥ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r
♠❡s❤✳ ❋✐rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❑✐♠♠❡❧ ❛♥❞ ❙❡t❤✐❛♥ ❬✶✾❪✱ t❤❡② ✇❡r❡ ❧❛t❡r ✐♠♣r♦✈❡❞
❜② ◆♦✈♦t♥✐ ❬✷✺❪ ❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② ❚❛♥❣ ❬✸✻❪✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡ ❢r♦♥t
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ♣♦✐♥t✳ ■t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❉✐❥❦str❛✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❛ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ♠❡s❤ ♠❡t❤♦❞✱ ♦♥❡ ♠✉st ✜rst ❝r❡❛t❡ ❛ ♠❡s❤
♦♥ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ R

3✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ❣❡♦❞❡s✐❝
♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ R

3 s♣❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠❡s❤✳ ❆ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ tr✐❛♥❣❧❡ ♠❡s❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s t❤❛t t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❤❛♥❞❧❡
♠♦✈✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♣❡❡❞✳

✹✳✷ ●❡♦❞❡s✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✭▲P❆✮

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ ❢♦r ♥♦✇ t❤❛t ✇❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s❡❡❦ t❤❡ ♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❧✐❣❤t
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐♥ R

n s♣❛❝❡✱ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ ~s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥
♣♦✐♥t✱ ~d✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❛♣✳ ▲❛t❡r ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❡
s❤❛❧❧ ♠♦st❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ n = 2 ♦r n = 3✱ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢
♦✉r ❆❚▼ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❛t t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡
♣♦✐♥t✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤✐s s♦✉r❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡
✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐❣❤t ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❉✉t❝❤ s❝✐❡♥t✐st ❈❤r✐st✐❛❛♥
❍✉②❣❡♥s ✐♥ ✶✻✼✽✳ ❚❤❡ ❍✉②❣❡♥s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❬✶✻❪ ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❛♥②

♣♦✐♥t ♦♥ ❛ ✇❛✈❡❢r♦♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ t✐♥② ✇❛✈❡❧❡ts t❤❛t

♣r♦♣❛❣❛t❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❡❞ ❛s t❤❡ ✇❛✈❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ✇❛✈❡❢r♦♥t ✐s

t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡ts ✭t❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ t❤❡ t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡s❡ ✇❛✈❡❧❡ts✮✱
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❤❡r❡ ❛ ✇❛✈❡❢r♦♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ R
n t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧

❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ▲P❆✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t ✇❛✈❡❢r♦♥t ✐s ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥ s♣❛❝❡✳ ■t ✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✐♥ t✐♠❡ ✉s✐♥❣ ❛
t✐♠❡ st❡♣ dt✳

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ▲P❆ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❇✫❇✮ ❬✶❪✱ ❛
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆ ❇✫❇ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❜② t❤❡ r♦♦t ♦❢ ❛♥ ❡♥✉✲
♠❡r❛t✐♦♥ tr❡❡✳ ❈♦♥str✉❝t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s
❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭tr❛❥❡❝t♦r② tr❛✈❡❧ t✐♠❡✮ ❛r❡
✜rst ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r♦♦t✳ ■❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡t ✐s
♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠s ✭♥❡✇ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♥♦❞❡s✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s
❝❛❧❧❡❞ ❜r❛♥❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲

✾



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❍✉②❣❡♥s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢r♦♥t ❛t t✐♠❡ t+ dt
❢r♦♠ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢r♦♥t ❛t t✐♠❡ t

✐♥❣ s✉❜ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ tr❡❡✳ ■❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❛
s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠ t❤❡♥ ✐t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♣r♦❜❧❡♠✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞s✱ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ s❡ts
♦❢ ♣❛rt✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡ ✭❝✉tt✐♥❣ ❜r❛♥❝❤❡s✮✳
❚❤❡ s❡❛r❝❤ ❣♦❡s ♦♥ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ♦r ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳

❋♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❇✫❇ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦✉r ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡
❜② t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ t❡r♠s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✮✿

approxLB := T imeToNode+ T imeToDest,

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠✱ ✏❚✐♠❡❚♦◆♦❞❡✧ ✐s t❤❡ t✐♠❡ t❤❛t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡
❝✉rr❡♥t ♥♦❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✱ ✏❚✐♠❡❚♦❉❡st✧✱ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠
♦❢ t✇♦ t❡r♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✏✐♥t❡❣r❛❧❚✐♠❡✧ ❛♥❞ ✏♠❛①❙♣❡❡❞❚✐♠❡✧✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠✱
✐♥t❡❣r❛❧❚✐♠❡✱ ✐s t❤❡ t✐♠❡ t♦ r❡❛❝❤ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t r♦✉t❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② γdirect✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥t❡✲

❣r❛❧❚✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥❞❡① ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❛❧♦♥❣ γdirect ✭speed =
v♠❛①
index

✇❤❡r❡ ✏v♠❛①✧ ✐s t❤❡ s♣❡❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ✉♥✐t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✱
♠❛①❙♣❡❡❞❚✐♠❡✱ ✐s t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ γdirect ✇❤❡♥
tr❛✈❡❧❡❞ ❛t s♣❡❡❞ v♠❛①✳ ❚✐♠❡❚♦❉❡st ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

✶✵



❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥♦❞❡✳
■t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡
t✐♠❡ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❢r♦♠ t❤✐s ♥♦❞❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t str❛✐❣❤t
❧✐♥❡ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❚❤♦s❡ t✐♠❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡♥❝♦✉♥✲
t❡r❡❞ ✐♥❞❡① ✈❛❧✉❡s

T imeToDest := α ∗ integralT ime+ (1− α) ∗maxSpeedT ime ✭✼✮

= α

∫ ud

unode

C(I( ~γdirect(u)))du + (1− α)
‖~γdirect(ud)− ~γdirect(unode)‖

max❴speed
,

✇❤❡r❡ α ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ❜② t❤❡ ✉s❡r❀ u ✐s t❤❡ ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r ❛❜✲
s❝✐ss❛❀ unode ❛♥❞ ud ❛r❡ ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r ❛❜s❝✐ss❛s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥♦❞❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡
❞❡st✐♥❛t✐♦♥❀ I ✐s t❤❡ ✐♥❞❡① ♠❛♣❀ ❛♥❞ C t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ tr❛✈❡❧ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s♣❛❝❡ q✉❛♥t✉♠ ✇✐t❤ ✐♥❞❡① I✳

❚❤❡ ✇❛✈❡❢r♦♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♣r♦✲
❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❇✫❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦❥❡❝ts ❧✐❣❤t ❜❡❛♠s ✐♥ str❛✐❣❤t
❧✐♥❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ❜❡❛♠s ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ♣♦✐♥t
✭st❛♥❞❛r❞ ❛✐r❝r❛❢t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r♠✐t tr❛✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥✱ ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❛✐r♣♦rts✮✳ ❚❤❡s❡
❜❡❛♠s ❛r❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥ ❛❧❧ s✉❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❜❡❛♠✲❧❛✉♥❝❤✐♥❣ ❛♥✲
❣❧❡s θ1✱ θ2...θn−1 ✐♥ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❜❛s✐s ♦❢ Rn✱ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
❛♥❣❧❡ st❡♣s✿ dθi✱ i = 1, 2, .., n− 1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❊❛❝❤ ❜❡❛♠ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥ ♦♥❡
♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ✐t ♣❛ss❡s✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡
❝✉rr❡♥t ♥♦❞❡ ❛❢t❡r ❛ t✐♠❡ st❡♣ dt✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs dθi ❛♥❞ dt
❛r❡ s❡t ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ❆❧❧ ♥♦❞❡s t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡♣t❤ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ tr❡❡
✇✐❧❧ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛♠❡ ✇❛✈❡❢r♦♥t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸ ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ n = 2✮✳

◆❡①t✱ ▲P❆ ❜r♦✇s❡s t❤❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧✲t✐♠❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✭❛♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❣❡♦❞❡s✐❝✮✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ ❛
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❍❛❧❢✲s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ st❡♣ dt ❛♥❞ ❛♥ ❛♥❣❧❡ st❡♣ dθ1

str❛t❡❣② ✇❤♦s❡ ♣r✐♦r✐t② ✐s t♦ ✜♥❞ q✉✐❝❦❧② ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❉❡♣t❤✲❋✐rst

❙❡❛r❝❤ ✭❉❋❙✮✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ♥♦❞❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t
❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ✇✐t❤ ❞❡❡♣❡st ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡✳ ❉❋❙ ✐s t❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣② ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ❜❡st ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ❉❋❙ ❛s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✇✐t❤ ❇❡st✲❋✐rst ❙❡❛r❝❤ ✭❇❋❙✮ ❛s ❛
s❡❝♦♥❞❛r② s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡s ✸✱ ✹ ❛♥❞ ✺ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ R
2✳ ❋✐❣✉r❡ ✸

❞✐s♣❧❛②s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✇❛✈❡❢r♦♥t ❢r♦♠ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹ s❤♦✇s
✇❛✈❡❢r♦♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥♦❞❡ N ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇s t❤❡
tr❛❥❡❝t♦r② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ❤❛s s❡t ❛
❞✐st❛♥❝❡✲❢r♦♠✲❞❡st✐♥❛t✐♦♥ t♦❧❡r❛♥❝❡ ǫ > 0 ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡
s❤❛❧❧ ♥❡❡❞ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✏▲❛✉♥❝❤❘❛②s✭N✮✧ ❢♦r ❛ ♥♦❞❡ N ✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣
♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❇✫❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

Pr♦❝❡❞✉r❡ ▲❛✉♥❝❤❘❛②s✭N✮

✐✳ ❉✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡ N ❛♥❞ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✇✐t❤
❛ t✐♠❡ st❡♣ dt ❛♥❞ ❛♥❣❧❡ st❡♣s dθi✱ i = 1, 2, ..., n− 1✳

✐✐✳ ❉❡t❡r♠✐♥❡ ♥❡✇ ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ✉s✐♥❣
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡✿

❋♦r ❛♥② ❧✐❣❤t ❜❡❛♠✱ ✐❢ ✐t ❣♦❡s ✐♥t♦ ❛ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥❞❡① I✱ ✐ts ✈❡❧♦❝✐t② v

✐♥s✐❞❡ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✐s v =
v♠❛①
I

✱ ✇❤❡r❡ v♠❛① ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞✳

✶✷



❋♦r ❛♥② ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡✱ ❝♦♠♣✉t❡ ✐ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛❜♦✈❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✮✳

✐✐✐✳ ❘❡♠♦✈❡ ♥♦❞❡ N ❢r♦♠ t❤❡ tr❡❡ ❛♥❞ ❛❞❞ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥✳

◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛✐r❝r❛❢t tr❛❥❡❝t♦r② ♣❧❛♥✲
♥✐♥❣ ✐♥ ♦✉r r❡s✉❧t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤❛❧❧ r❡♣❧❛❝❡ v♠❛① ✭❛❜♦✈❡✮ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢
❛✐r❝r❛❢t✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ▲❛✉♥❝❤✐♥❣ r❛②s ❢r♦♠ ❝✉rr❡♥t ♥♦❞❡ ◆

❚❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣s ♦❢ ▲P❆ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❙❡t ❚r❛❥❙♦❧✉t✐♦♥ := ∅✳ ❙❡t ✉♣♣❡r❇♦✉♥❞ ✿❂ +∞✳

✷✳ ▲❛✉♥❝❤❘❛②s✭s✮ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✮✳

✸✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ✉♥❡①♣❧♦r❡❞ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ tr❡❡✱ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♥♦❞❡ ◆ ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉❋❙ ❛♥❞ t❤❡♥ ❇❋❙ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡♥ ✿

■❢ ❞✐st❛♥❝❡✭◆✱❞✮≤ ǫ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ♥♦❞❡ ◆ ≤
✉♣♣❡r❇♦✉♥❞ t❤❡♥

✲ ❚r❛❥❙♦❧✉t✐♦♥ ✿❂ ❙❡t ♦❢ ❛s❝❡♥❞❛♥t ♣♦✐♥ts t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ◆ ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✺✮✳

✲ ✉♣♣❡r❇♦✉♥❞✿❂ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ♥♦❞❡ ◆✳

✲ r❡♠♦✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ tr❡❡ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ✇❤♦s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡

❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✉♣♣❡r❇♦✉♥❞✳

❊❧s❡

▲❛✉♥❝❤❘❛②s✭N✮ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✮✳

✶✸



❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❆ s❤♦rt❡st tr❛❥❡❝t♦r② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ♣♦✐♥ts

✹✳✸ ▲✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❜st❛❝❧❡s

❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❜st❛❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ ❆❚▼ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♦❢ t✐♠❡✳ ❲❡ ❧♦♦❦ ❢♦r ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐♥ ✏s♣❛❝❡✲
t✐♠❡✧ R

n× [0,+∞[✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥❞❡① ❢✉♥❝t✐♦♥✱ I✱ t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡s
t♦ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ ✏s♣❛❝❡✲t✐♠❡✧ R

n × [0,+∞[ ❛♥ ✐♥❞❡① ✈❛❧✉❡ ✐♥ [1,+∞[✳ ❋✉r✲
t❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡s ✭♦t❤❡r ❛✐r✲
❝r❛❢t ✐♥ t❤❡ ❆❚▼ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ ❛r❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡s❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s
❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❞❡① ❢✉♥❝t✐♦♥✱ I✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱
▲P❆ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ ❡❛❝❤ ❛✐r❝r❛❢t ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❡❡❦ ❛ tr❛❥❡❝✲
t♦r②✳ ❚❤✉s✱ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ m− 1t❤ st❡♣s
♦❢ ▲P❆✱ ❛r❡ ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✏✜♥❞ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ mt❤ ❛✐r❝r❛❢t✧✳

❚❤❡ t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐s ♠❛❞❡ ✐♥ ♦♥❡ ✇❛②✱ ❢r♦♠ ♣❛st t♦ ❢✉t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ♣✉r❡
s♣❛t✐❛❧ ❝❛s❡ ✭✐♥ R

n✮ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡
st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ ~s✱ t♦ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱ ~d✱ t❤r♦✉❣❤ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ~γ✳ ❆
s✐♠♣❧❡ ♠❛♥♥❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t♦ ❡①t❡♥❞ ▲P❆ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡①tr❛ t✐♠❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s t♦ ❛❞❞ ❛ t✐♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♣♦✐♥ts ~s ❛♥❞ ~d✱ ❛♥❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ✹❉
♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❇② ❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❧✐❣❤t ❜❡❛♠s t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ♦♥❡ ✇❛② ✐♥ t❤❡
t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛② ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛❞❛♣t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♥❡✇
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡s✉❧t✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♠❛② t❤❡♥ ✈✐♦❧❛t❡ ❛✐r❝r❛❢t
s♣❡❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛t❤ ~γold ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts
✭~s ❛♥❞ ~d✮ ✐s ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t✐♠❡s ts ❛♥❞ td✱ t❤❡ ♥❡✇ tr❛❥❡❝t♦r②
♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤✐s ✏t✐♠❡✲❡①t❡♥❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥✧ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛② ❜❡ ❧♦♥❣❡r✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ t✐♠❡ t❛r❣❡t td ❛t ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ d✱ t❤❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ tr❛❥❡❝t♦r②
♠❛② ✐♥❞✉❝❡ ❛ s♣❡❡❞ ♣r♦✜❧❡ t❤❛t ✐s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ✢✐❣❤t ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥

✶✹



❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❚✇♦ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ ❛ ✷❉✰t✐♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞
tr❛❥❡❝t♦r② r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜st❛❝❧❡ ✭❛♥♦t❤❡r ❛✐r❝r❛❢t ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ~s′ t♦ ~d′

❛♥❞ ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t t✐♠❡ t′d✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛✐♥ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
❜② t❤❡ ▲P❆ ❛♥❞ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ t✐♠❡ t❛r❣❡t s❡❣♠❡♥t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ td

s♦♠❡ ♦t❤❡r s✐t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥❡✇ ♣❛t❤ ♠❛② ❜❡ s❤♦rt❡r ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱
✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ s♣❡❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡s❡ ♣✐t❢❛❧❧s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ ▲P❆ t❤❛t r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ t❛r❣❡t ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡

s❡❣♠❡♥t t❛r❣❡t ❛t ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❚❤✐s t✐♠❡ s❡❣♠❡♥t
t❛r❣❡t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ [td − λ, td + µ] ✇❤❡r❡ λ ❛♥❞ µ ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❡t ❜② t❤❡
✉s❡r✳ ❚❤✐s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s
❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ■♥❞❡❡❞✱ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉♥❝t✉❛❧
❛rr✐✈❛❧✲t✐♠❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐♥t♦ ❛ t✐♠❡ s❡❣♠❡♥t t❛r❣❡t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜❥❡❝t
♥♦t t♦ ♦✈❡r✲❛❝❝❡❧❡r❛t❡ ♦r ♦✈❡r✲❞❡❝❡❧❡r❛t❡ t♦ ♠❡❡t ✏t❤❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t✧✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r② ❝❛♥ s❛t✐s❢② t❤❡ s♣❡❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❆❚▼ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❋✐rst✱ ✇❡ t❡st ▲P❆ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✲t❛❝t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇✐t❤ st❛t✐❝ ♦❜st❛✲

❝❧❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❤✐❣❤ ✐♥❞✐❝❡s ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛r❡❛s ❛♥❞ ✇❡❛t❤❡r ❡✈❡♥ts ❤❛✈❡
t♦ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ▲P❆ ❝❛♥ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♦❜st❛❝❧❡s
❜✉t ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐t ✇✐t❤ st❛t✐❝ ♦❜st❛❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst t❡st ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ❙❡❝✲
♦♥❞✱ ✇❡ r❡♣♦rt r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ▲P❆ ✐♥ t❤❡ t❛❝t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡✱ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❛✐r❝r❛❢t
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥✢✐❝t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛
❞❛② ♦❢ tr❛✣❝ ♦✈❡r t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❛✐rs♣❛❝❡✳

✶✺



■♥ ❡❛❝❤ ♦❢ ♦✉r t❡sts✱ ✇❡ s❡t t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❣❧❡ dθ1 t♦ Π

36
✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣

❝♦❡✣❝✐❡♥t α ✐s s❡t t♦ 0.9✳ ❆❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ✷✳✸✸ ●❍③
♠❛❝❤✐♥❡ r✉♥♥✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ ▼❛♥❞r✐✈❛ ▲✐♥✉① ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤ ✶✵✷✹ ▼❇
♦❢ ❘❆▼✳ ▲P❆ ✐s ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ ✐♥ ❥❛✈❛✳

✺✳✶ ❚r❛❥❡❝t♦r② ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ st❛t✐❝ ♦❜st❛❝❧❡s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ✜rst t❡st ▲P❆ ✐♥ R
2 s♣❛❝❡ ✭♥♦ t✐♠❡

✐♥✈♦❧✈❡❞✮ t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ st❛t✐❝ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❛♣✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦
✜♥❞ ❣❡♦❞❡s✐❝s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ R

2✳

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮ ✭❡✮

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❘❡s✉❧t✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ R
2 s♣❛❝❡ ✭✢②✐♥❣ ❢r♦♠ ❜♦tt♦♠ t♦ t♦♣✮

❲❡ ✉s❡ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ t❤❛t ✐s s❝❛❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s❡♣❛r❛t✐♦♥ st❛♥✲
❞❛r❞s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ (x, y) ❣r✐❞ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✭✺
◆♠✮ ✉♥✐t✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡① ♠❛♣ ✉s❡❞ ✐s ❛ sq✉❛r❡ ♦❢ 40 × 40 st❛♥❞❛r❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
s❡♣❛r❛t✐♦♥s✳

❲❡ t❡st ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥❞❡① ♠❛♣ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧✲

❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✿ I(x, y) = max(1,
4

∑

i=0

e−
((x−ai)

2+(y−bi)
2)

k ) ✇❤❡r❡ ai✱ bi ❛♥❞ k

❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ❇② s❡tt✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❛❧✉❡s ❢♦r ai✱ bi ❛♥❞ k✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❝r❡❛t❡❞ ✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛♣s✱ ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❋✐❣✉r❡ ✼ ❞✐s♣❧❛②s tr❛✲
❥❡❝t♦r✐❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲P❆ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♦❜st❛❝❧❡s ❛♥❞ ✇✐t❤ ♠❛♣s ❞❡✜♥❡❞ ❜②
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❍✐❣❤ ✈❛❧✉❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ r❡❣✐♦♥ ♦❢
❝♦♥❣❡st✐♦♥✱ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞❛r❦ ❛r❡❛s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ✇❤✐t❡✳

❚❤❡ ✜✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ▲P❆
✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ✺ s❡❝♦♥❞s ♦❢ ❈P❯ t✐♠❡✳ ❊❛❝❤ tr❛❥❡❝t♦r② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲P❆ ✐s

✶✻



a1 b1 a2 b2 a3 b3 a4 b4 k

✭❛✮ ✶✵ ✶✵ ✶✽ ✶✸✵ ✸✹ ✶✽ ✸✻ ✹✹ ✵✳✶
✭❜✮ ✷✵ ✽ ✷✵ ✷✽ ✸✵ ✾✳✷ ✸✷ ✶✽ ✵✳✶
✭❝✮ ✷✵ ✶✵ ✵ ✸✽ ✷✻ ✵ ✷✵✳✽ ✷✽ ✵✳✶
✭❞✮ ✶✻ ✽ ✶✽ ✷✷ ✷✽ ✶✵ ✸✷ ✹✵ ✵✳✶
✭❡✮ ✽ ✶✵ ✶✵ ✷✵ ✸✻ ✶✽ ✷✻ ✶✾✳✻ ✵✳✶

❚❛❜❧❡ ✶✿ ■♥❞❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳

❛ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❛✈♦✐❞s ❤✐❣❤ ✐♥❞❡① ❛r❡❛s ❛♥❞ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤
❧♦✇✲✈❛❧✉❡ ✏✈❛❧❧❡②s✧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲P❆ ❛r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞
t♦ ❤❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s♣❡❡❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ✐s ❝r✉❝✐❛❧
✐♥ ♦✉r ❆❚▼ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡s❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ ❛r❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② t❤❡ ❋▼❙✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ t❡st ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❛❝❛❞❡♠✐❝✱
▲P❆ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛✐r❝r❛❢t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ ♣r❡✲t❛❝t✐❝❛❧ ♣❧❛♥♥✐♥❣
t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡✲✇❡❛t❤❡r ♦r ❝♦♥❣❡st❡❞ ❛r❡❛s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s st❛t✐❝
♦❜st❛❝❧❡s ❛✐r❝r❛❢t tr② t♦ ❛✈♦✐❞ ✭❜✉t ❝❛♥ ❝r♦ss ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣❡♥❛❧t②✮✳

✺✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛✐r❝r❛❢t ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❛❝t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t ❝♦♥✢✐❝t r❡s✲
♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❛✐r❝r❛❢t✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t ❛ s❡t
♦❢ ❛✐r❝r❛❢t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥❡✇ ❝♦♥✢✐❝t✲❢r❡❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❛✐r❝r❛❢t✱ a✱ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ③♦♥❡✱ ❛ ♥❡✇
tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❛✐r❝r❛❢t ❡♥tr② ♣♦✐♥t✱ ~sa✱ ❛♥❞ ✐ts ❡①✐t ♣♦✐♥t✱ ~da✳

❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛✐r❝r❛❢t ❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② r❡✲
s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ▲P❆✳ ❲❡ ❛ss✐❣♥ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② t♦ t❤❡ ✜rst ❛✐r❝r❛❢t ❞✐sr❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ♦t❤❡r ❛✐r❝r❛❢t ✭✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥ts✮✳ ❚❤❡♥✱ ▲P❆ ❧♦♦❦s
❢♦r ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ❢♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❛✐r❝r❛❢t ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢
t❤❡ ✜rst ❛✐r❝r❛❢t ❛s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✱ ✉♣ t♦ t❤❡ mth ❛✐r❝r❛❢t ✇❤✐❝❤
❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ m− 1 ♣r❡✈✐♦✉s ❛✐r❝r❛❢t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛s ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ tr❛❥❡❝✲
t♦r② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛♥ ❛✐r❝r❛❢t ✐♥ ❡❛❝❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ st❡♣ ♠✉st ❛✈♦✐❞ ♦t❤❡r ❛✐r❝r❛❢t
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✜①❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❦♥♦✇♥ ❞❛t❛✮✳ ■♥ ♦✉r
❝❛s❡✱ t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t ♦r❞❡r✐♥❣ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛t r❛♥❞♦♠✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ s♦♠❡ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❧❡❝t ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡q✉❡♥❝❡ ✭❢♦r
✐♥st❛♥❝❡✿ ✜rst✲❝♦♠❡ ✜rst✲s❡r✈❡❞ r✉❧❡✱ s♦♠❡ ❛✐r❝r❛❢t ♠❛② ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t②✱
tr❛❥❡❝t♦r② ❧❡♥❣t❤✱ ❡t❝✳✮✳

▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❞❛♣t ▲P❆ t♦ t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

• ❲♦r❦✐♥❣ ✐♥ ✹❉ ✭R3+t✐♠❡✮✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s

✶✼



❞♦♥❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ✐♥ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❢r♦♠ ♣❛st t♦✇❛r❞s ❢✉t✉r❡✮ ✇✐t❤ ❛
t✐♠❡ st❡♣ dt✳ ❚❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡
♣r♦♣❡r ❝♦♥✢✐❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t✱ ✇❡
❝❤♦♦s❡ t♦ ✜① dt t♦ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✢② ❛ ❤❛❧❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ st❛♥❞❛r❞
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✭2.5Nm✮✳ ❚❤❡ t✐♠❡ s❡❣♠❡♥t t❛r❣❡t ✐s s❡t t♦ [ts, td+
δ× (td− ts)], ✇❤❡r❡ ts ❛♥❞ td ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ st❛rt✐♥❣
❛♥❞ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ δ ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ❜② t❤❡ ✉s❡r✳

• ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♦❧✈❡ ❝♦♥✢✐❝ts ✐♥ t❤❡ ❝r✉✐s❡ ♣❤❛s❡✱ ♦♥❧② ❧❛t❡r❛❧ ❞❡✈✐❛✲
t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❡r✲
t✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❛✐r❝r❛❢t✳ ❈♦♥✢✐❝t ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐s t❤❡♥ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜②
❤❡❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❝♦♠♠♦♥ ❆❚▼ ♣r❛❝✲
t✐❝❡✿ ❧❡✈❡❧ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❧❡ss ❝♦♠❢♦rt❛❜❧❡ ❢♦r ♣❛ss❡♥✲
❣❡rs✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❛❞❥✉st❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛✐r❝r❛❢t ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✉s❡r ♦♥❧②
♥❡❡❞s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♦♥❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✱ dθ1✱ ❛s ✐❢ ✇❡ ✇❡r❡ ✇♦r❦✐♥❣
✐♥ R

2+t✐♠❡✳

• ■♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✮✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❧❛✉♥❝❤✐♥❣ ❧✐❣❤t ❜❡❛♠s
✐♥ t❤❡ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱
✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❧❛✉♥❝❤ t❤❡♠ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥❡ ♣♦✐♥t❡❞ ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥♦❞❡ ❛♥❞
❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥❡ ✐s s❡t t♦ π

6

✐♥ ♦✉r t❡sts✳ ❚❤✐s ♣r❡✈❡♥ts ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ s✉❞❞❡♥ ❤❡❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ π

6
❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t tr❛❥❡❝t♦r② t♦ r❡♠❛✐♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥

❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t r♦✉t❡ ✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t ♦♥❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❦❡❡♣
t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r♦✉t❡✮✳

• ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞✱ v♠❛①✱ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦♥st❛♥t ❜✉t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
s♣❡❝✐✜❝ ❛✐r❝r❛❢t ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤✐s ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐s ❛♥ ✐♥♣✉t ♦❢
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡✳ ❲❤❡♥
♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ r❛②s✱ ♦♥❡ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t ❛t t✐♠❡
✈❛❧✉❡ ❚✐♠❡❚♦◆♦❞❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡❛r❝❤ tr❡❡ ♥♦❞❡✳

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❆✐r❝r❛❢t ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ③♦♥❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐♥ ✸❉

• ❆t t❤❡ mth st❡♣✱ ▲P❆ s②♥t❤❡s✐③❡s ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ❢♦r t❤❡ mth ❛✐r❝r❛❢t
✐♥ R

3+t✐♠❡ s♣❛❝❡ t❤❛t ♠✉st ❛✈♦✐❞ ✹❉ t✉❜❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ m − 1

✶✽



♣r❡✈✐♦✉s ❛✐r❝r❛❢t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✭❛❧r❡❛❞② ❝♦♠♣✉t❡❞✮✳ ❚❤❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛
✹❉ t✉❜❡ ❛t t✐♠❡ t✱ ✐s t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ③♦♥❡ ✭✐♥R

3✮✳ ■t ✐s ❛ ❝②❧✐♥❞❡r
✇❤♦s❡ ❜❛s✐s ✐s ❛ ❞✐s❦ ♦❢ r❛❞✐✉s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛✐r❝r❛❢t ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭✺ ◆♠✮ ❛♥❞ ✇❤♦s❡
❤❡✐❣❤t ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✭✶✵✵✵ ❢t✮✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳ ❚♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝♦♥✢✐❝t✲❢r❡❡ ❛✐r❝r❛❢t
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ▲P❆ ❞✐r❡❝t❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡s ❛♥② r❛② t❤❛t ❡♥t❡rs s✉❝❤ ❛ ✹❉
t✉❜❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❇✫❇ ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s s❡❝♦♥❞ t❡st ♣r♦❜❧❡♠
♠✉st ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❛✐r❝r❛❢t ✹❉ t✉❜❡s✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡① ❢✉♥❝✲
t✐♦♥✱ I✱ ✐s s❡t t♦ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ✭I♠❛①✮ ✐♥s✐❞❡ t❤❡s❡ t✉❜❡s ❛♥❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡
✐t ✐s s❡t t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶✳ ▲❡t ~Yi(t)✱
i = 1, 2, ...,m − 1 ❜❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛t t✐♠❡ t ♦❢ t❤❡ m − 1 ❛✐r❝r❛❢t ❛❧r❡❛❞②
tr❡❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ I ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t
~X(t) ∈ R

3✿

I( ~X(t)) =

{

I♠❛① ✐❢ ∃ i s✉❝❤ t❤❛t (dv( ~X(t), ~Yi(t)) ≤ 1000 ❢t) ❛♥❞ (dh( ~X(t), ~Yi(t)) ≤ 5◆♠)
1 ♦t❤❡r✇✐s❡.

❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s dv ❛♥❞ dh ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ♣♦✐♥ts ~A =
(

ax, ay, az
)

✱

~B =
(

bx, by, bz
)

∈ R
3✱ dv( ~A, ~B) = |bz−az| ✭❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡✮

❛♥❞
dh =

√

(b2x − a2x) + (b2y − a2y) ✭❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡✮✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ P ❛✐r❝r❛❢t ✇❤✐❝❤ ❛r❡

✐♥✐t✐❛❧❧② ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ r❛❞✐✉s 100 ◆♠✱ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❡❞
✭450 ❦♥♦ts ✈❡❧♦❝✐t②✮ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ✢✐❣❤t ❧❡✈❡❧
✭❋▲✮ 300 ✭❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦♠✐♥❛❧ ❛❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ❛♥ ❛✐r❝r❛❢t✱ ✐♥ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❢❡❡t✮✳

❚♦ r❡s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✱
▲P❆ ✐s s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛✐r❝r❛❢t ✇✐t❤ I♠❛① = 2 ❛♥❞ t❤❡
✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t✐♠❡ s❡❣♠❡♥t t❛r❣❡t δ = 0.1✳ ❚♦ ❞❡t❡❝t ❝♦♥✢✐❝ts✱ ✇❡
✉s❡ ❛ ✹❉ ❣r✐❞ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✉♥✐t ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ (x, y)
❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ✈❡rt✐❝❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✉♥✐t ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡✳

❚❤❡ s❡t ♦❢ r❡s✉❧t✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② ▲P❆ ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ✸✵
s❡❝♦♥❞s ♦❢ ❈P❯ t✐♠❡✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡s✉❧t ✐s ❛ ❝♦♥✢✐❝t✲❢r❡❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡✱ ❛s
❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ✜rst ❛✐r❝r❛❢t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ ✐ts ❞✐r❡❝t r♦✉t❡✱ ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞
♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳

❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✐♥ ❛✐r❝r❛❢t tr❛❥❡❝t♦r② ♣❧❛♥♥✐♥❣✳
❖t❤❡r st✉❞✐❡s ❛❧s♦ ✜♥❞ s✐♠✐❧❛r ✭r♦✉♥❞❛❜♦✉t✲❧✐❦❡✮ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤✐s ❛❝❛❞❡♠✐❝
♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❉✉r❛♥❞✬s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✽❪ t❤❛t ✉s❡s ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞
♠♦❞✐✜❡s tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇✐t❤ ♦✛s❡t ♠❛♥❡✉✈❡rs✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❉✉r❛♥❞
♦♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ P = 6 ❛✐r❝r❛❢t ✐s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳ ❚❤❡ ✜rst

✶✾



✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❈♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✼ ❛✐r❝r❛❢t ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢
❛ ❝✐r❝❧❡✳ ❙tr❛✐❣❤t ❧✐♥❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ ✭❛✮ r❡♣r❡s❡♥t ❛✐r❝r❛❢t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❜❡❢♦r❡
❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲P❆

❛✐r❝r❛❢t ❦❡❡♣s ❛ ❞✐r❡❝t tr❛❥❡❝t♦r② ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❛✐r❝r❛❢t ♠❛❦❡ ❛♥ ♦✛s❡t t♦ t❤❡
❧❡❢t✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❈♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ❉✉r❛♥❞ ✭❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ♦✛s❡t
♠❛♥❡✉✈❡rs✮ ❢♦r ✻ ❛✐r❝r❛❢t✳

❙✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❛ ❝❛s❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ P = 5 ❛✐r❝r❛❢t
❜② P❛❧❧♦tt✐♥♦ ❛♥❞ ❋❡r♦♥ ❬✷✻❪ ✇✐t❤ ♠✐①❡❞ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❚❤❡② ♠♦❞✐❢②
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❤❡❛❞✐♥❣ ♦❢ ❛✐r❝r❛❢t ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❣❧❡ t❤❛t ♣❡r♠✐ts t♦ ❛✈♦✐❞
❝♦♥✢✐❝ts✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣♦❛❧ ♦❢
❡❛❝❤ ❛✐r❝r❛❢t✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ P❛❧❧♦tt✐♥♦ ✫ ❋❡r♦♥
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❛♥❞ ♦✉rs r❡s✉❧ts ✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡✐r ❝❛s❡ ❡✈❡r② ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ❛✐r❝r❛❢t ❝❤❛♥❣❡s ✐ts
❤❡❛❞✐♥❣ ✭t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r✐✈✐❧❡❣❡❞ ❛✐r❝r❛❢t✮✳

✺✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❞❛t❛

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛✐r❝r❛❢t ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t ♦♥ ❛ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ t❡st ▲P❆ ♦♥ ❛ r❡❛❧
❞❛② ♦❢ tr❛✣❝ ❢♦r t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❛✐rs♣❛❝❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ❞❛② ♦❢ tr❛✣❝ ✐♥
t❤❡ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❛✐rs♣❛❝❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ✢✐❣❤t ♣❧❛♥s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛② ✇❤✐❝❤
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❛✐r❝r❛❢t tr❛✣❝✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛❥❡❝t♦r② s❡t ✭❛✮ ❛♥❞ tr❛❥❡❝t♦r② s❡❣♠❡♥ts r❡❧❡✈❛♥t
t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ✭✐♥ ❜♦❧❞✮ ✭❜✮✳

❋❧✐❣❤t ♣❧❛♥s ❛r❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✜❧❧❡❞ ❜② ♣✐❧♦ts ♦r ❜② ❛ ✢✐❣❤t ❞✐s♣❛t❝❤❡r ✇✐t❤
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝✐✈✐❧ ❛✈✐❛t✐♦♥ ❛✉t❤♦r✐t② ✭❡✳❣✳ ❋❡❞❡r❛❧ ❆✈✐❛t✐♦♥ ❆❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❯❙❆✮ ♣r✐♦r t♦ ❞❡♣❛rt✉r❡✳ ❚❤❡② ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞❡ ❜❛s✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❝❤
❛s ❞❡♣❛rt✉r❡ ❛♥❞ ❛rr✐✈❛❧ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ r♦✉t❡✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ r♦✉t❡ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜②
❛ ❧✐st ♦❢ ✇❛②♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡s❡ ✢✐❣❤t ♣❧❛♥s ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r ❛ tr❛❢✲
✜❝ s✐♠✉❧❛t♦r ♥❛♠❡❞ ❈❆❚❙ ✭❈♦♠♣❧❡t❡ ❆✐r ❚r❛✣❝ ❙✐♠✉❧❛t♦r✮✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜②
t❤❡ ❢♦r♠❡r ❋r❡♥❝❤ ❈✐✈✐❧ ❆✈✐❛t✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ❈❡♥t❡r ✭❈❊◆❆✮✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡
❈❆❚❙ s②st❡♠ ✐s ❛♥ ❡♥✲r♦✉t❡ tr❛✣❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ s❛♠✲
♣❧❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡✱ ✜①❡❞✲t✐♠❡ s❧✐❝❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✿
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ ❛✐r❝r❛❢t ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ✜①❡❞ t✐♠❡ st❡♣s✱
✉s✉❛❧❧② ❡✈❡r② ✺✱ ✶✵ ♦r ✶✺ s❡❝♦♥❞s✳ ❆✐r❝r❛❢t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛r❡ ✐♥ t❛❜✉❧❛t❡❞
❢♦r♠ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❣r♦✉♥❞ s♣❡❡❞✱ ✈❡rt✐❝❛❧ s♣❡❡❞✱ ❛♥❞ ❢✉❡❧ ❜✉r♥t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❛❧t✐t✉❞❡✱ ❛✐r❝r❛❢t t②♣❡ ❛♥❞ ✢✐❣❤t s❡❣♠❡♥t ✭❝r✉✐s❡✱ ❝❧✐♠❜ ♦r ❞❡s❝❡♥t✮✳ ❚❤❡s❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❊✉r♦❝♦♥tr♦❧ ❛✐r❝r❛❢t ❞❛t❛ ❜❛s❡ ❇❆❉❆✳
❚❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r② s❡t ❢♦r ❡❛❝❤ ✢✐❣❤t ♣❧❛♥ ♦❢
t❤❡ ✐♥♣✉t s❡t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✭❛✮✮✳ ❊❛❝❤ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ♣♦✐♥ts s❛♠♣❧❡❞
❡✈❡r② ✶✺ s❡❝♦♥❞s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜✉✐❧❞ ♦✉r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✉s✐♥❣ ♠♦✈✐♥❣ t✐♠❡

✷✶



✇✐♥❞♦✇s✳ ■♥ ♦✉r t❡sts✱ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇s ❛r❡ s❡t t♦ ✷✶ ♠✐♥✉t❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡
✇✐♥❞♦✇✱ ✇❡ ❡①tr❛❝t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t tr❛❥❡❝t♦r② s❡❣♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛✲
❥❡❝t♦r② s❡t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✭❜✮✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡❝t ❝♦♥✢✐❝ts✱ ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t ✐s
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ ❜♦①✳ ❚❤❡ ❜♦① ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝✉❜♦✐❞ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡
t❤❡ s❡❣♠❡♥t✱ ❡♥❧❛r❣❡❞ ❜② ❛ s❛❢❡t② ❜✉✛❡r ❡q✉❛❧ t♦ ❤❛❧❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♥♦r♠
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❚❤❡ ❜♦① ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② s❡❣♠❡♥t✳

❲❤❡♥ ❜♦①❡s ✐♥t❡rs❡❝t✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧❧② ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t✳ ❚♦ ❞❡t❡❝t ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥✢✐❝ts✱ tr❛❥❡❝t♦r② s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ❡♠✲
❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ ❣r✐❞ ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♦❢ s✐③❡ 5◆♠ × 5◆♠ × 1000❢t✳ ❚❤❡
tr❛❥❡❝t♦r② s❡❣♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ❛
s❛♠❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝✉❜♦✐❞ ❛♥❞ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥✢✐❝t ❝❧✉st❡rs ✭s❡❡ ❋✐❣✲
✉r❡ ✶✸✭❛✮✮✳ ❲❤❡♥ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r② s❡❣♠❡♥ts t♦ r❡s♦❧✈❡ ❝♦♥✢✐❝ts✱ ✇❡ ♦♥❧②
❛❧❧♦✇ ♥❡✇ tr❛❥❡❝t♦r② s❡❣♠❡♥ts t♦ ❜❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝✉❜♦✐❞✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧❧ ♦t❤❡r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝✉❜♦✐❞ ✭t❤❡ ♦♥❡s
t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t✮ ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s
❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❈♦♥✢✐❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭❛✮ ❛♥❞ ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❜✮✳

❆❧❧ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ t❤❡♥ s♦❧✈❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❜② ▲P❆ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❝♦♥✢✐❝t✲

✷✷



❢r❡❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✭❜✮✮✳ ❚❤❡ ♦❧❞ tr❛❥❡❝t♦r② s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡♥
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲P❆✳ ❚♦ r❡✐♥st❛t❡ ❛ ♥❡✇ tr❛❥❡❝t♦r②
s❡❣♠❡♥t snew ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲P❆ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✇❡ ✜rst r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❧❞ s❡❣♠❡♥t sold ✭❜❡❢♦r❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳

■❢ snew ✐s ❧♦♥❣❡r ♦r s❤♦rt❡r t❤❛♥ sold✱ ♣♦✐♥ts ♦❢ Tremain ✭t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
tr❛❥❡❝t♦r② t❤❛t ✐s ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ sold✮ ♠✉st ❜❡ r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ✇❛②
t♦ r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ✐s s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡♠ ❡✈❡r② 15 s❡❝♦♥❞s ❢r♦♠ t❤❡ ✜♥❛❧
t✐♠❡ ♦❢ snew ✭t✐♠❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐♥ snew✮✱ ❛♥❞ t♦
❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥ts t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ❛♥❞ s♣❡❡❞ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✐ts ♥❡✇
t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❛❧t✐t✉❞❡ ❛♥❞ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱
✇✐t❤ t❤✐s s✐♠♣❧❡ r❡❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t
❜❡✐♥❣ s❤✐❢t❡❞✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♠❛t❝❤ t❤❡ s♣❡❡❞ t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤✐s ♣♦✐♥t t♦ t❤❡
♥❡①t ♦♥❡✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣❛ss❛❣❡ t✐♠❡s
♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ Tremain✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❚❤❡♥✱
✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ Tremain s❛♠♣❧❡❞ ❡✈❡r② 15 s❡❝♦♥❞s ❢r♦♠ t❤❡
♣❡♥✉❧t✐♠❛t❡ ♣♦✐♥t ♦❢ snew ✭s❡❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✮✳ ❚❤❡ ♦❧❞ ♣♦✐♥ts ♦❢
Tremain ❛r❡ ❞❡❧❡t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡✇ ♦♥❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ s❡❣♠❡♥t sold ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ s❡❣♠❡♥t snew ❛♥❞
r❡❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ♣♦✐♥ts ♦❢ Tremain✳

❚❤❡♥✱ ❛✐r❝r❛❢t ❛r❡ ✏❛❧❧♦✇❡❞✧ t♦ ✢② ❢♦r ❛ ♣❡r✐♦❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ✭♦♥❡ t❤✐r❞✱ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✮ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛✐r❝r❛❢t
❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♥❡✇ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✺✮✳

❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦♥ ❛ ❞❛② ♦❢ tr❛✣❝ ✭❆✉❣✉st ✶✷✱ ✷✵✵✽✮
✇✐t❤ ❛❜♦✉t ✽✵✵✵ ✢✐❣❤ts✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✭❜❡❢♦r❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥✮
✐♥❞✉❝❡ ❛ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❛✐r❝r❛❢t ✐♥ r❡❛❧ ❝♦♥✢✐❝t✱ ❡q✉❛❧
t♦ ✸✸✹✹✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥❡❛r❧② s♦❧✈❡s ❛❧❧ ❝♦♥✢✐❝ts✱ ✇✐t❤ ♦♥❧② ✷✽ s✐t✉❛t✐♦♥s ❢♦r
✇❤✐❝❤ ❝♦♥✢✐❝t✲❢r❡❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ s✐t✉❛✲
t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s♦♠❡ ❛✐r❝r❛❢t ❜❡✐♥❣ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛t t❤❡✐r st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ❖♥❧② ✶✺✵✶ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ r❡❛❝❤ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥✢✐❝t✲❢r❡❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣✳ ■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱
t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♠♣✉t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦♥❡s ✭t❤♦s❡ t❤❛t
❢♦❧❧♦✇ ✇❛②♣♦✐♥ts✮✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ▲P❆ ✐s s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s❤♦rt❡st
♣❛t❤ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡s ❞✐r❡❝t r♦✉t❡s ✇❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ◆❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥

❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐s s❤♦rt❡♥❡❞ ❜② ✹✳✹✶ ◆♠ ♣❡r ❛✐r❝r❛❢t✱
✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ s❤♦rt❡♥✐♥❣ ♦❢ ✺✶✳✾ ◆♠✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s♦♠❡ tr❛❥❡❝t♦✲
r✐❡s ✉♥❞❡r❣♦ ❧❡♥❣t❤ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✾✳✽✻ ◆♠✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
q✉❛♥t✐❧❡s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳

◗✉❛♥t✐❧❡ ❉✐st❛♥❝❡ ✐♥ ◆♠

1/4 q✉❛♥t✐❧❡ ✲✹✳✾✹
1/2 q✉❛♥t✐❧❡ ✲✶✳✻✺
3/4 q✉❛♥t✐❧❡ ✲✵✳✵✼

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❚r❛❥❡❝t♦r② ❧❡♥❣t❤ ❝❤❛♥❣❡s ❛❢t❡r ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ▲P❆✳

❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❛❜♦✉t ✶✼ ❤♦✉rs✳ ❲❡ ❡①♣❡❝t t♦ r❡❞✉❝❡
s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❜② r❡✇r✐t✐♥❣ s♦♠❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡
✐♥ t❤❡ ❈ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❖♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✱ t❤❡ ❝✉r✲
r❡♥t ❝❧✉st❡rs ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ ✇✐❧❧ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡s ✐♥
♣❛r❛❧❧❡❧✳

❙♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✶✻✱ ✶✼ ❛♥❞
✶✽✳ ❚❤❡ ♣❛st ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② s✐♠✲
♣❧❡ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❧✐♥❡s ✇✐t❤ sq✉❛r❡s ♦r
❝✐r❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ✭✇✐t❤ ❝♦♥✢✐❝t✮✱
❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ sq✉❛r❡s ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲P❆ ✭✇✐t❤♦✉t ❝♦♥✢✐❝t✮✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♠❡t t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t s♣❡❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t ✭❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛✐r✲
❝r❛❢t s♣❡❡❞ ♣r♦✜❧❡s✮ ❛♥❞ ❛r❡ s♠♦♦t❤✱ ❛s r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❛✐r❧✐♥❡rs ✭t❤❛♥❦s t♦ t❤❡
❤❡❛❞✐♥❣✲❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✇❤❡♥ r❛②s ❛r❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦s✐✲
t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ❢✉❧❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡
❋▼❙✳

✷✹



❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ s❤♦rt❡r ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡
s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢✉t✉r❡ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ sq✉❛r❡s
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲P❆✳

❋✐❣✉r❡ ✶✼✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞✐st❛♥❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✽✿ ❈♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ❧♦♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡✳

✷✺



✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆✐r❝r❛❢t ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ✐ss✉❡ ❢♦r ❛✐r tr❛✣❝ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✭❆❚▼✮✳
▼✉❝❤ ✇♦r❦ ❛♥❞ ❡✛♦rts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s
✐s t❤❡ ❦❡② ✐ss✉❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❆❚▼ s②st❡♠✳ ❘♦❜♦t
♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣✱ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ s♦♠❡ ♦t❤❡r ♣r❡✈✐♦✉s r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦
❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❞✉❡ t♦ ❛✐r❝r❛❢t tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♥str❛✐♥ts✳

▲✐❣❤t r❛②s ❢♦❧❧♦✇ s♠♦♦t❤ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ tr❛♥s✐t t✐♠❡ ❢♦r
✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❡❡❞ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥❞❡① ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞
❜② t❤❡ ❧✐❣❤t r❛②✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♥❛t✉r❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛
♥❡✇ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❝❛❧❧❡❞ ▲P❆✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐♠✐❝s t❤❡ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❇② ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡① ❧❛♥❞s❝❛♣❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ❡♥s✉r❡
t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♠❡❡t t❤❡ s♣❡❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❛r❡ ❛t s♣❡❝✐✜❡❞
♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ♦❜st❛❝❧❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t✇♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s
♦❢ ▲P❆ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❞r❡ss ♣r❡✲t❛❝t✐❝❛❧ ❛♥❞ t❛❝t✐❝❛❧ ❛✐r❝r❛❢t ♣❛t❤ ♣❧❛♥✐♥❣✳
■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ♦❜st❛❝❧❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ st❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♣t✐♠✐③❡s
❛✐r❝r❛❢t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦r ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛r❡❛s ♦r ✇❡❛t❤❡r✲❡✈❡♥t ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ▲P❆ t❤❛t ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❝❛♥ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐✲
❝❛❧ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜st❛❝❧❡s s✉❝❤ ❛s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❛✐r❝r❛❢t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❧✐❣❤t r❛②s
♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ ❛ ❢♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✭✸❉ ✰ t✐♠❡✮✱ ✇❤❡r❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s
r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② t❤❡s❡ t✇♦ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ▲P❆ ♦♥ t❤r❡❡ ❆❚▼ ♣r♦❜✲
❧❡♠s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ▲P❆ ❢♦✉♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠✲t✐♠❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❝♦♥✲
❣❡st✐♦♥ ❛r❡❛s ✭❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s st❛t✐❝ s♠♦♦t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts✮✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱
▲P❆ s♦❧✈❡❞ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ t❛❝t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤
s❡✈❡r❛❧ ❛✐r❝r❛❢t ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥✢✐❝t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ▲P❆ ②✐❡❧❞❡❞ ✈❡r② ❡♥❝♦✉r❛❣✲
✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦♥ ❛ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ t❛❝t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ❆❚▼ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♥✉♠❡r♦✉s
❛✐r❝r❛❢t ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥✢✐❝t s✐t✉❛t✐♦♥s✳

❈✉rr❡♥t ✇♦r❦ ✐♥✈♦❧✈❡s ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② ❝♦♠♣✉t✲
✐♥❣ ❝❧✉st❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ ❛✐r❝r❛❢t ♣♦s✐t✐♦♥s✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♣r♦✲
❞✉❝❡ r♦❜✉st s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ s✉♣♣♦rts ❜♦t❤ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛♥❞
♠♦✈✐♥❣ ✇❡❛t❤❡r✳ ■♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛♣♣❧② ♦✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ s✉❝❤
s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ♦r ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ tr❛✈❡❧❡❞ t✐♠❡
✭❞❡❧❛②✮ ❝r✐t❡r✐❛ ✇✐t❤✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢✉❡❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦r ❝♦st ✐♥❞❡① ✭❛ ❝♦♠✲
♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❢✉❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t✐♠❡✮✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦
❝♦✉❧❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❛✐r✲
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