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P❛s❝❛❧ ❇r✐ss❡t1 ❛♥❞ ◆✐❝♦❧❛s ❇❛r♥✐❡r2
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❆❜str❛❝t✳ ❋❛❈✐▲❡ ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧✐❜r❛r②
♦✈❡r ✐♥t❡❣❡r ✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❖❈❛♠❧✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢
t❤❡ ▼▲ ❢❛♠✐❧②✳ ■t ♦✛❡rs ❛❧❧ ✉s✉❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s t♦ ❝r❡❛t❡
❛♥❞ ❤❛♥❞❧❡ ✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭♣♦ss✐❜❧② ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r✮✱ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ s❡❛r❝❤ ❣♦❛❧s✳ ❋❛❈✐▲❡ ❛❧❧♦✇s ❛s
✇❡❧❧ t♦ ❜✉✐❧❞ ❡❛s✐❧② ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❣♦❛❧s ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤ ♦r ❜②
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ ♣❡r✈❛s✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❢✉♥❝✲
t✐♦♥❛❧s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ✢❡①✐❜❧❡ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❆s ❋❛❈✐▲❡ ✐s ❛♥
❖❈❛♠❧ ❧✐❜r❛r② ❛♥❞ ♥♦t ✏②❡t ❛♥♦t❤❡r ❧❛♥❣✉❛❣❡✑✱ t❤❡ ✉s❡r ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠
♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ str♦♥❣ t②♣✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✱ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢
❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t s②st❡♠✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♥❛t✐✈❡ ❝♦❞❡
❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣❧❛② ❞❡❜✉❣❣❡r✳ ❆❧❧ t❤❡s❡
❢❡❛t✉r❡s ❛❧❧♦✇ t♦ ♣r♦t♦t②♣❡ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t q✉✐❝❦❧②✿ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ❞❛t❛ ♣r♦✲
❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡
✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s❛❢❡t②✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❤❡♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ ❈♦♥str❛✐♥t Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❈P✮ s②st❡♠✱ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣
❝❤♦✐❝❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❍❡r❡ ✇❡ tr② t♦ ❣✐✈❡ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts t♦ ❥✉st✐❢② t❤❡
♦♥❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❋❛❈✐▲❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡
❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❈❛♠❧ ❬✶✷❪✳

❋✐rst✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❧✐❜❡r❛t❡❧② ❛✈♦✐❞❡❞ t❤❡ ✏❨❡t ❆♥♦t❤❡r ▲❛♥❣✉❛❣❡✑ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ✇❡
❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ r❡✐♥✈❡♥t t❤❡ ✇❤❡❡❧ ❛♥❞ r❡st❛rt t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞❡s✐❣♥❡rs ✇♦r❦ ❛♥❞
❝♦♠♣r♦♠✐s❡s✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❡ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❖③ ❬✷✵❪ ♦r ❈❧❛✐r❡✴❈❤♦❝♦ ❬✶✵❪
s②st❡♠s✳ ❆♠♦♥❣ ❈P ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ ❛ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❧✐❦❡ ❖P▲ ❬✷✹❪
♣❧❛②s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r♦❧❡✿ ✐t ♠❛② ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛♥ ✉♣♣❡r ❧❛②❡r ♦✈❡r s♦♠❡ ❈P s②st❡♠
✇❤✐❝❤ st✐❧❧ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❝❤♦s❡♥✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❧✐❜r❛r② ❢♦r ❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦
♠❡❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✿ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ♣♦rt❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✭✏♦♣❡♥
s♦✉r❝❡✑✮✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✏❧♦✇✲❧❡✈❡❧✑ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s
❛♥❞ ✏❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧✑ ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❧❛ss✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ✉♥❛✈♦✐❞✲
❛❜❧❡ ❛♥❞ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❈++ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❧❡❛❞✐♥❣ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s②st❡♠ ■❧♦❣
❙♦❧✈❡r ❬✷✶❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ❡①❡❝✉✲
t✐♦♥ s♣❡❡❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ❜✉t t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❞r❛✇❜❛❝❦s ✐s t♦♦ ❧♦♥❣ ❢♦r ♦✉r t❛st❡✿ t❡❞✐♦✉s



❛♥❞ ❡rr♦r✲♣r♦♥❡ ♠❛♥✉❛❧ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ❡♥❞❧❡ss ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ♣♦✐♥t❡rs✱
♣♦♦r t②♣✐♥❣✱ ❧❛❝❦ ♦❢ ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡s✱ ✇❡❛❦ ♠♦❞✉❧❛r✐t②✱ ✈❡r❜♦s✐t②✳✳✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❝❧❛ss✱ ✇❡ ✜♥❞ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳

▲♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❤✐st♦r✐❝❛❧❧② ✇❛s t❤❡ ❜❡st ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❈♦♥str❛✐♥t
✭▲♦❣✐❝✮ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❬✷✸❪✿ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡t❡r✲
♠✐♥✐st✐❝ s❡❛r❝❤ ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ Pr♦❧♦❣✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐❢ t❤✐s ❛❞❡q✉❛t✐♦♥
✇♦r❦s ✇❡❧❧ ❢♦r t♦② ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✐t ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦st ✐♥ r❡❛❧✲s✐③❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✿
❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ✇r✐t✐♥❣ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✱
❞✐s♣❧❛②✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ ❡t❝✳ ❛r❡ ♥♦t ❡❛s② t❛s❦s ✇✐t❤✐♥ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢
t②♣✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧❡✲t✐♠❡ ❝❤❡❝❦s ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ Pr♦❧♦❣ s②st❡♠s✶ ✐s ❛❧s♦ ❛ r❡❛s♦♥ t♦
❛✈♦✐❞ t❤❡♠ ✐♥ ❧❛r❣❡ ♣r♦❥❡❝ts ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❢♦r s❛❢❡t② ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ❛r❣✉♠❡♥ts✳

❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ♦✛❡r t❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❧♦❣✐❝ ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥ts ❜✉t
❛✈♦✐❞s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ ✏❧♦✇ ❧❡✈❡❧✑ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ ♣r♦✲
✈✐❞❡s s❡✈❡r❛❧ s✉✐t❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s✿ str♦♥❣ s❡♠❛♥t✐❝s✱ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r✱ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡♠✲
♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ✇✐t❤ ❣❡♥❡r✐❝✐t② ✭❢✉♥❝t♦rs✮✱ str♦♥❣ t②♣✐♥❣ ✇✐t❤ ♣♦❧②✲
♠♦r♣❤✐s♠✳ ▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ t❤❡ ❖❈❛♠❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦✛❡rs ✇❡❧❧✲❞♦❝✉♠❡♥t❡❞
❧✐❜r❛r✐❡s✱ ♣♦rt❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ❬✶✱ ✶✸✱ ✶✺❪✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ❤❛✈❡ ❧❡❞
✉s t♦ ✉s❡ ❖❈❛♠❧ ❜♦t❤ ❛s ❛ s♦✉r❝❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ✇r✐tt✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠s
❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ♦❢ t❤❡ ❧✐❜r❛r②✳ ❆ ❢❡✇ ❝♦♥str❛✐♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦s
❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ♦✈❡r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡s s✉❝❤ ❛s ▲✐s♣ ❧✐❦❡ t❤❡ s❡♠✲
✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝t ♦r✐❡♥t❡❞ P❊❈❖❙ ❬✶✻❪ s②st❡♠ ♦r ❙❈❘❊❆▼❊❘ ❬✶✽❪✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✼❪ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❡①❝❡♣t✐♦♥
❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ ▼▲ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡ s❡❛r❝❤ ❡♥❣✐♥❡s ❛♥❞ ❜❛❝❦tr❛❝❦✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❛rts✿ ✇❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷ t❤❡
♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❋❛❈✐▲❡✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ st❛♥❞❛r❞ ❡①❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❢♦❝✉s✐♥❣
♦♥ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❜r❛r②✱ ♥♦t❛❜❧② ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❋❛❈✐▲❡
s❡❛r❝❤ ❣♦❛❧s❀ t❤❡♥ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s ✐♥ s❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❢❡❛t✉r❡s ❛ s♠❛❧❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♦❢ ❋❛❈✐▲❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❧❛ss✐❝ ❡①❛♠♣❧❡s
❢r♦♠ t❤❡ ❧✐tt❡r❛t✉r❡✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❛r❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝✲
t✐♦♥ ✺✳

✷ ❆ ❚♦✉r ♦❢ ❋❛❈✐▲❡

❋❛❈✐▲❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ♥✉♠❡r♦✉s ♠♦❞✉❧❡s ✇❤✐❝❤ str✉❝t✉r❡ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ❛♥❞ ✐ts
✉s❛❣❡✿ ❉♦♠❛✐♥ ❢♦r ❞♦♠❛✐♥ ❤❛♥❞❧✐♥❣✱ ❋❞ ❢♦r ✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❆r✐t❤ ❢♦r
❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ❈str ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥t ❤❛♥❞❧✐♥❣✱ ●♦❛❧s ❢♦r s❡❛r❝❤ s♣❡❝✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ t②♣❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞✉❧❡s ✐s ♥❛♠❡❞ ✬t✬ ❛♥❞
✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ✐t ✇✐t❤ ✐ts q✉❛❧✐✜❡❞ ✏❞♦t✑ ♥♦t❛t✐♦♥✿ ▼♦❞✉❧❡✳t✳

❲❡ ✜rst ❣✐✈❡ ❛ t❛st❡ ♦❢ ❋❛❈✐▲❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❡r✈❛s✐✈❡ ✏♠❛❣✐❝ s❡q✉❡♥❝❡✑ ❡①❛♠✲
♣❧❡✱ q✉✐❝❦❧② r❡✈✐❡✇✐♥❣ ❛ ❢❡✇ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐❜r❛r②✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s
t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❋❛❈✐▲❡✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦
❛ t❤♦r♦✉❣❤ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❡❛♥ s❡♠❛♥t✐❝s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❋❛❈✐▲❡
s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳
✶ ❊①❝❡♣t r❡❝❡♥t s②st❡♠s ❧✐❦❡ ▼❡r❝✉r② ❬✷✷❪ ❛♥❞ ●ö❞❡❧ ❬✽❪✳



✷✳✶ ❆ ❙❤♦rt ❊①❛♠♣❧❡

Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤ ❋❛❈✐▲❡ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❈P s❝❤❡♠❡ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❧♦✇ t❤❛t ✭♥❛✐✈❡❧②✮ s♦❧✈❡s t❤❡ ♠❛❣✐❝ s❡q✉❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❛ ♠❛❣✐❝ s❡✲
q✉❡♥❝❡ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ n ✐♥t❡❣❡rs X = (x0, x1, ..., xn−1) s✉❝❤ t❤❛t ✵ ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r
✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ x0 t✐♠❡s✱ ✶ ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r x1 t✐♠❡s ❡t❝✳✮✿ 1. ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s
❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✕ 2. ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✕ 3. s❡❛r❝❤✱ ♣♦ss✐❜❧②
✇✐t❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

❧❡t ①s ❂ ❋❞✳❛rr❛② ♥ ✵ ✭♥✲✶✮❀❀
❧❡t ✐s❴❡q✉❛❧❴t♦ ✐ ① ❂ ❢❞✷❡ ① ❂⑦⑦ ✐✷❡ ✐❀❀
❆rr❛②✳✐t❡r✐
✭❢✉♥ ✐ ①✐ ✲❃
❧❡t ❝❛r❞✐ ❂ ❆r✐t❤✳s✉♠ ✭❆rr❛②✳♠❛♣ ✭✐s❴❡q✉❛❧❴t♦ ✐✮ ①s✮ ✐♥
❈str✳♣♦st ✭❢❞✷❡ ①✐ ❂⑦ ❝❛r❞✐✮✮ ①s❀❀

●♦❛❧s✳s♦❧✈❡ ✭●♦❛❧s✳❆rr❛②✳❢♦r❛❧❧ ●♦❛❧s✳✐♥❞♦♠❛✐♥ ①s✮❀❀

❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛rr❛② ①s ♦❢ n ✈❛r✐❛❜❧❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 0 t♦ n − 1✱ ✉s✲
✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❋❞✳❛rr❛②✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✐t❡r❛t❡ ♦♥ ①s t♦ ♣♦st t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉r❡♥❝❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥t❡❣❡r ✐♥ t❤❡ ❛rr❛②✿
|{x ∈ xs s.t. x = i}| = xi✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t♦r ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧❧ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐❜r❛r②
❢✉♥❝t✐♦♥ ❆rr❛②✳✐t❡r✐ ✇❤✐❝❤ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ✐♥❞❡① ❛♥❞
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❛rr❛②✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❛♥❦s t♦
t❤❡ r❡✐✜❡❞ ❡q✉❛❧✐t② ♦♣❡r❛t♦r ❂⑦⑦ ✇❤✐❝❤ r❡t✉r♥s ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚♦ ♣❡r✲
❢♦r♠ t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s❴❡q✉❛❧❴t♦ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ♠❛♣♣❡❞ ♦♥
❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ①s ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐s
♥❡✇ ❛rr❛② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❆r✐t❤✳s✉♠✳ ❚❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t
✭♦❢ t②♣❡ ❈str✳t✮ ✐s ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♣♦st❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t st♦r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
❈str✳♣♦st✳

◆♦t❡ t❤❛t ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ s✉✣①❡❞ ✇✐t❤ ❝❤❛r❛❝t❡r ✬⑦✬ ✭✧⑦⑦✧ ❢♦r r❡✐✜❡❞ ♦♥❡s✮ ❛♥❞
❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭✐✷❡✱ ✐✳❡✳ ✏✐♥t❡❣❡r t♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥✑ ❛♥❞ ❢❞✷❡✱ ✐✳❡✳ ✏❋❉
✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥✑✮ ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ str♦♥❣ t②♣✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ♦❢ ❖❈❛♠❧ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ♦✈❡r❧♦❛❞✐♥❣ ♦r
✐♠♣❧✐❝✐t ❝❛st✐♥❣✳ ■♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐s s✐♠♣❧② ❛♥❞
s♦✉♥❞❧② s♣❡❝✐✜❡❞✿ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❡①❛❝t❧② ✇❤❛t ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❡rr♦rs ❛r❡ ❝❛✉❣❤t ❛t
❝♦♠♣✐❧❡ t✐♠❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❣♦❛❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ ❜✉✐❧t✲✐♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭●♦❛❧s✳✐♥❞♦♠❛✐♥✮✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ ✐t❡r❛t♦r ✐s
❤❡r❡ ✉s❡❞✱ ●♦❛❧s✳❆rr❛②✳❢♦r❛❧❧ ✇✐t❤ t②♣❡✿

(α → Goals.t) → α array → Goals.t

α ❜❡✐♥❣ ❛ t②♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭st❛♥❞✐♥❣ ❢♦r ❛♥② t②♣❡✮ ❛♥❞ ●♦❛❧s✳t t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❣♦❛❧s✳
❖♥❧② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② ❛♥❞ r❡t✉r♥✐♥❣ ❛ ❣♦❛❧ ♥❡❡❞s
t♦ ❜❡ s✉♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✐t❡r❛t♦r t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣♦❛❧s
✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s❡❛r❝❤❡❞ ❜② ♣❛ss✐♥❣ t❤❡
❣♦❛❧ t♦ t❤❡ ●♦❛❧s✳s♦❧✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ●♦❛❧s✳s♦❧✈❡ ❤❛s t②♣❡ Goals.t → bool ❛♥❞
r❡t✉r♥s tr✉❡ ✐❢ t❤❡ ❣♦❛❧ s✉❝❝❡❡❞s ❛♥❞ ❢❛❧s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳



❚❤✐s ❜❛s✐❝ ❡①❛♠♣❧❡ ♠✐❣❤t ♥♦t ❢❡❛t✉r❡ ❢❡✇❡r ❧✐♥❡s ♦❢ ❝♦❞❡ t❤❛♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞
❤♦❝ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❜✉t ✐ts ❝♦♥❝✐s✐♦♥ ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ❧✐❜r❛r②✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡
❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❖❈❛♠❧ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ✜rst ❝❧❛ss ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ✐t❡r❛t♦r✲
♦r✐❡♥t❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ st②❧❡✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡✜♥❡
❛♥❞ ❝♦♠♣♦s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝♦♥❝✐s❡ ✇❛②✳

✷✳✷ ❈♦♥str❛✐♥ts

❋❛❈✐▲❡ ❢❡❛t✉r❡s ❝❧❛ss✐❝ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✏❣❧♦❜❛❧ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✑ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✈❡❧ ✏s♦rt✑ ❝♦♥str❛✐♥t✳
❘❡✐✜❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ♦✈❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❋❛❈✐▲❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡r t♦ ❡❛s✐❧② ❞❡✜♥❡ ✐ts ♦✇♥ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤r♦✉❣❤ ❛
❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✜♥❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ✇❛❦✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❆r✐t❤♠❡t✐❝ ❈♦♥str❛✐♥ts ❋❛❈✐▲❡ ♣r♦✈✐❞❡s st❛♥❞❛r❞ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥ts s✉❝❤ ❛s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ♠♦❞✉❧♦ ♦r ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠✲
♣❧❡✱ ❛♥ ✐♥❡q✉❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s✿

❧❡t ① ❂ ❋❞✳✐♥t❡r✈❛❧ ✭✲✷✮ ✻ ❛♥❞ ② ❂ ❋❞✳✐♥t❡r✈❛❧ ✹ ✶✷❀❀
❧❡t ①❡ ❂ ❢❞✷❡ ① ❛♥❞ ②❡ ❂ ❢❞✷❡ ②❀❀
❧❡t ❡①♣r ❂ ✐✷❡ ✶✵ ✯⑦ ✭①❡ ✯✯⑦ ✷✮ ✯⑦ ②❡ ✰⑦ ✐✷❡ ✹ ✯⑦ ②❡❀❀
❧❡t ✐♥❡q ❂ ❡①♣r ❃❂⑦ ✐✷❡ ✹✸✵✵❀❀

♦♥❝❡ ♣♦st❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s♦❧✈❡r ✭✇✐t❤ ❈str✳♣♦st✮✱ ②✐❡❧❞s ❛ s✐♥❣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✿
x = 6 ❛♥❞ y = 12✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ♠♦❞✉❧❡ ❋❞ ✭t②♣❡ ❋❞✳t✮ ❛r❡
♥♦t ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭t②♣❡ ❆r✐t❤✳t✮ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠✉st ❜❡
✉s❡❞ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦r ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✐♥t♦ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭❢❞✷❡ ❛♥❞ ✐✷❡✮✱
♦r t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❜❛❝❦ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❡✷❢❞✮✳ ❆r✐t❤♠❡t✐❝ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ✭❡q✉❛❧✐t②✱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ str✐❝t ❛♥❞ ♥♦♥✲str✐❝t ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮ ❛r❡ ✐♥✜① ♦♣❡r❛t♦rs
t❤❛t t❛❦❡s t✇♦ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ✭t②♣❡ ❈str✳t✮✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧❧ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ ♠♦❞✉❧❡ ❆r✐t❤ ♠✉st ❜❡ s✉✣①❡❞ ✇✐t❤ ❝❤❛r❛❝t❡r
✬⑦✬✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ❖❈❛♠❧ str♦♥❣ t②♣✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❝❧❡❛r❧② ♠❛❦❡
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ✈❛r✐♦✉s ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ♠✐① t❤❡♠
✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✈❡r❜♦s✐t② ❝♦st ♦❢t❡♥
♣❛②s ♦✛ ❜② ❛✈♦✐❞✐♥❣ s♣✉r✐♦✉s ❝♦♥❢✉s✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✕ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ tr②✐♥❣ t♦ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✈❡r❧♦❛❞✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝❛st✐♥❣ ✐♥❞❡❡❞ ♦❢t❡♥ t❡♥❞s t♦✇❛r❞s ❤❛r❞ t♦
❞❡❜✉❣ ❝♦❞❡✳

●❧♦❜❛❧ ❈♦♥str❛✐♥ts ❋❛❈✐▲❡ ♣r♦✈✐❞❡s s♦♠❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❧✐❦❡
❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r ❡❧❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✈❡❧ s♦rt ❝♦♥str❛✐♥t ❬✻❪ ✇❤✐❝❤ ♦♣t✐♠❛❧❧② ✭❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✮ ♥❛rr♦✇s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜♦✉♥❞s ♦❢ t✇♦ ❛rr❛②s✱ st❛t✐♥❣
t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s♦rt❡❞ ✜rst ♦♥❡✳ ❆ ❣❧♦❜❛❧ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②
❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭●❝❝✳❝str✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣✐❝ s❡q✉❡♥❝❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡
✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ✐t✱ ❛s ✐t tr✐❣❣❡rs ♠♦r❡ ❞♦♠❛✐♥ r❡❞✉❝t✐♦♥s t❤❛♥ ✐ts
r❡✐✜❡❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✿



❧❡t ❝❛r❞❴✈❛❧✉❡s ❂ ❆rr❛②✳♠❛♣✐ ✭❢✉♥ ✐ ① ✲❃ ✭①✱ ✐✮✮ ①s❀❀
❈str✳♣♦st ✭●❝❝✳❝str ①s ❝❛r❞❴✈❛❧✉❡s✮❀❀

❚❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t t❛❦❡s ❛s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ①s ❛♥❞ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢
❝♦✉♣❧❡s ✭❝❛r❞✱ ✈❛❧✉❡✮✱ ✇❤❡r❡ ❝❛r❞ ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✱ t♦ ❡♥❢♦r❝❡
t❤❛t ❝❛r❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ①s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✈❛❧✉❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❛♥❞
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t❛❦❡ ❛♥ ♦♣t✐♦♥❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t t♦ ✜♥❡❧② s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
❧❡✈❡❧ ✴ t✐♠❡ ❝♦st tr❛❞❡✲♦✛❀ t❤❡ s♦rt ❝♦♥str❛✐♥t ♦♣t✐♦♥❛❧❧② t❛❦❡s t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥
❛rr❛② ❛s ❛r❣✉♠❡♥t✳

❆ s✐♠♣❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡r t♦ ❞❡✜♥❡ ✐ts
♦✇♥ ✭♣♦ss✐❜❧② r❡✐✜❛❜❧❡✮ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ✜❧t❡r✐♥❣ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ✐s ❡❛s❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ s❛❢❡t✐♥❡ss ♦❢ ❖❈❛♠❧✿ ❡✳❣✳ t❤❡ ✐♥tr✐✲
❝❛t❡ s♦rt ❝♦♥str❛✐♥t ✭♥✉♠❡r♦✉s ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♠❛✐♥✲
t❡♥❛♥❝❡✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ s❤♦rt t✐♠❡ ❛♥❞ ✈❡r② str❛✐❣❤t❢♦r✲
✇❛r❞❧② ✭✷✸✵ ❧✐♥❡s ♦❢ ❝♦❞❡✮✳

✷✳✸ ❙❡❛r❝❤

●♦❛❧s ❚♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❋❛❈✐▲❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❜✉✐❧t✲✐♥ ❣♦❛❧s ❛♥❞
❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❝r❡❛t❡ s✐♠♣❧❡ ♦r r❡❝✉rs✐✈❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❣♦❛❧s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞
❜② ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✭✫✫⑦ ♦♣❡r❛t♦r✮ ♦r ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ✭⑤⑤⑦✮✳ ❆❧❧ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❝♦♥st❛♥ts
❛♥❞ ♦♣❡r❛t♦rs r❡❧❛t❡❞ t♦ ❣♦❛❧s ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ ♠♦❞✉❧❡ ●♦❛❧s ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ ♦❢
❣♦❛❧s ✐s ●♦❛❧s✳t✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ s♦❧✉t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❣♦❛❧ ❣ s✉❝✲
❝❡❡❞s ✇♦✉❧❞ tr✐✈✐❛❧❧② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❋❛❈✐▲❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❧❡t ❛❧❧❴s♦❧✉t✐♦♥s ❣ ❂ ❣ ✫✫⑦ ●♦❛❧s✳❢❛✐❧

❚❤❡ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣r✐♥t ♦r st♦r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉♥❞✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ Pr♦✲
❧♦❣ ❣♦❛❧ ❢✐♥❞❛❧❧✱ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❛❈✐▲❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ●♦❛❧s✳❛t♦♠✐❝✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ st♦r❡s ❡❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❧✐st❀ ✐t t❛❦❡s ❛ ✏❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❣♦❛❧✑
❣ ❛s ❛r❣✉♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐ts❡❧❢ t❛❦❡s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ① ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✜♥❞ ❛❧❧
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s s✉❝❤ t❤❛t ❣ s✉❝❝❡❡❞s❀ ✐t ❝♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ Pr♦❧♦❣ t❡r♠
❢✐♥❞❛❧❧✭❳✱ ❣✭❳✮✱ ❙♦❧✮✿

❧❡t ✜♥❞❛❧❧ ❣ ① ❂
❧❡t s♦❧ ❂ r❡❢ ❬❪ ✐♥
❧❡t st♦r❡ ❂ ●♦❛❧s✳❛t♦♠✐❝ ✭❢✉♥ ✭✮ ✲❃ s♦❧ ✿❂ ❋❞✳✐♥t❴✈❛❧✉❡ ① ✿✿ ✦s♦❧✮ ✐♥
❧❡t ❣♦❛❧ ❂ ❣ ① ✫✫⑦ st♦r❡ ✫✫⑦ ●♦❛❧s✳❢❛✐❧ ✐♥
✐❣♥♦r❡ ✭●♦❛❧s✳s♦❧✈❡ ❣♦❛❧✮❀
✦s♦❧

❋✐rst✱ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✭s♦❧✮ ♦♥ ❛♥ ❡♠♣t② ❧✐st ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ t♦ st♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳
❚❤❡♥ t❤❡ st♦r❡ ❣♦❛❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ♣✉s❤ ❛♥② ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ s♦❧❀ ✐t
✉s❡s ●♦❛❧s✳❛t♦♠✐❝ ✇❤✐❝❤ ✏❣♦❛❧✐✜❡s✑ ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡t✉r♥ ❛ ❣♦❛❧ ✭♦r
❛♥②t❤✐♥❣ ❡❧s❡✮✱ ❜✉t ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠s s✐❞❡ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ✐s t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ❣✱ st♦r❡ ❛♥❞ ❛ ❢❛✐❧✉r❡✳ ❚❤✐s ❣♦❛❧ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❛❧✇❛②s ❢❛✐❧s✱ s♦ ✇❡ ✏✐❣♥♦r❡✑ t❤❡



❜♦♦❧❡❛♥ r❡t✉r♥❡❞ ❜② ●♦❛❧s✳s♦❧✈❡ t❤❛t ✐♥❢♦r♠s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❣♦❛❧ ❤❛s s✉❝❝❡❡❞❡❞
♦r ♥♦t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐st ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ❡✈❡♥t✉❛❧❧② r❡t✉r♥❡❞✳

❆ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❢✐♥❞❛❧❧ t❤❛t r❡t✉r♥s ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✭♣♦ss✐✲
❜❧② ♥♦t ✐♥t❡❣❡rs✮ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❡❛s✐❧② ✇r✐tt❡♥ ❛s ✇❡❧❧✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢✐♥❞❛❧❧
❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛❞ t②♣❡✿

(Fd.t → Goals.t) → Fd.t → int list ✭✶✮

t❤✐s ♥❡✇ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ ❢✐♥❞❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ t❛❦❡ ❛ ❣♦❛❧ ❛♥❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡①✲
tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐ts t②♣❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡✿

Goals.t → (unit → α) → α list ✭✷✮

α ❜❡✐♥❣ ❛ t②♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t②♣❡ ✶✱ t②♣❡ ✷ s❤♦✇s t❤❛t ♥♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s
❣✐✈❡♥ ❛♥②♠♦r❡ t♦ ❢✐♥❞❛❧❧✱ ❜✉t t❤❡ ❣♦❛❧ ❛♥❞ st♦r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ r❡❢❡r t♦ t❤❡♠
✇✐t❤ ❛ ❝❧♦s✉r❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐t ♣r❡❞❡✜♥❡❞ t②♣❡ ✐s t❤❡ t②♣❡ t❤❛t ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡
✈❛❧✉❡✱ ♥❛♠❡❧② ✭✮❀ ✐t ✐s ❤❡r❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ✏❞✉♠♠②✑ ❛r❣✉♠❡♥t t♦ ❞❡❢❡r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ✐ts ❝r❡❛t✐♦♥ ❜✉t ❛t ❛
❧❛t❡r ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ✭❖❈❛♠❧ ❤❛s ❛ str✐❝t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✮✳

❚❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❢✐♥❞❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❧❡t ✜♥❞❛❧❧ ❣ ❡①tr❛❝t ❂
❧❡t s♦❧ ❂ r❡❢ ❬❪ ✐♥
❧❡t st♦r❡ ❂ ●♦❛❧s✳❛t♦♠✐❝ ✭❢✉♥ ✭✮ ✲❃ s♦❧ ✿❂ ❡①tr❛❝t ✭✮ ✿✿ ✦s♦❧✮ ✐♥
❧❡t ❣♦❛❧ ❂ ❣ ✫✫⑦ st♦r❡ ✫✫⑦ ●♦❛❧s✳❢❛✐❧ ✐♥
✐❣♥♦r❡ ✭●♦❛❧s✳s♦❧✈❡ ❣♦❛❧✮❀
✦s♦❧

❙✉❝❤ ✢❡①✐❜❧❡ r❡✉s❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② ❡❛s✐❧② ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ ❋❛❈✐▲❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡
♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ t②♣✐♥❣ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♦❢ ❖❈❛♠❧✳

❚❤❛♥❦s t♦ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❡❛♥ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❣♦❛❧s ✐♥ ❋❛❈✐▲❡✱ ♠♦r❡
✢❡①✐❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❧✐❦❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❢✐♥❞❛❧❧
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❣♦❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛ss❡❞ ❛s t❤❡ t❤✐r❞
♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❢✐♥❞❛❧❧✳ ❚❤✐s ❧❛t❡st ❢✐♥❞❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t r❡t✉r♥ ❛ ❧✐st ❛♥②✲
♠♦r❡ ❛s s❤♦✇♥ ✇✐t❤ t②♣❡ ✶ ♦r ✷✱ ❜✉t ✐t ❜✉✐❧❞s ❛ ♥❡✇ ❣♦❛❧ t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞
✇✐t❤ ♦t❤❡r ♦♥❡s t♦ ②✐❡❧❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡① s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡✿

❧❡t ❢✐♥❞❛❧❧ ❣ ❡①tr❛❝t ❝♦♥t ❂
❧❡t s♦❧ ❂ r❡❢ ❬❪ ✐♥
❧❡t st♦r❡ ❂ ●♦❛❧s✳❛t♦♠✐❝ ✭❢✉♥ ✭✮ ✲❃ s♦❧ ✿❂ ❡①tr❛❝t ✭✮ ✿✿ ✦s♦❧✮ ✐♥
✭❣ ✫✫⑦ st♦r❡ ✫✫⑦ ●♦❛❧s✳❢❛✐❧✮ ⑤⑤⑦ ✭●♦❛❧s✳❝r❡❛t❡ ❝♦♥t ✦s♦❧✮

❚❤❡ ❝♦♥t ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❛r❣✉♠❡♥t ✐s s✐♠♣❧② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❛ ❧✐st ✭✇❤♦s❡
❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ α t❤❛♥ t❤♦s❡ r❡t✉r♥❡❞ ❜② ❡①tr❛❝t✮ ❛♥❞ r❡t✉r♥✲
✐♥❣ ❛ ❣♦❛❧✳ ❚♦ ❜✉✐❧❞ t❤✐s ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❣♦❛❧✱ ✇❡ ❤❡r❡ ✉s❡ t❤❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
●♦❛❧s✳❝r❡❛t❡✱ t❤♦r♦✉❣❤❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❧❛t❡r✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❣♦❛❧ t❤❛t ✐t✲
s❡❧❢ r❡t✉r♥s ❛♥♦t❤❡r ❣♦❛❧✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s ♥❡✇ ❢✐♥❞❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s t②♣❡✿

Goals.t → (unit → α) → (α list → Goals.t) → Goals.t ✭✸✮



■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ s❡❛r❝❤ ❣♦❛❧s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❞❛t❛ ✐s q✉✐t❡
♥❛t✉r❛❧ ✐♥ Pr♦❧♦❣✿ ❧♦❣✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ s✐♠♣❧② s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❣♦❛❧s ❛♥❞ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥
❞♦❡s t❤❡ r❡st✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ✏♦✉t✑ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✜rst
❣♦❛❧ ❛r❡ ❥✉st t❛❦❡♥ ❛s ✏✐♥✑ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✭Pr♦❧♦❣ s②♥t❛①✮✿

g1(In, Out), g2(Out)...

❲✐t❤ ❋❛❈✐▲❡✱ ♦♥❧② ✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ♦❜❥❡❝ts t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ s✐♠✐❧❛r
s❝❤❡♠❡✱ ❜✉t ✐♥t❡❣❡rs ♦❜✈✐♦✉s❧② ❧❛❝❦ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡
❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s②♥t❛①✮✿

g1 in (λout (g2 out))

●♦❛❧ g1 ❛❝t✉❛❧❧② ♦♥❧② t❛❦❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛s ❛♥ ❡①tr❛ ❛r❣✉♠❡♥t ✕ ❛s s❡❡♥
✐♥ t❤❡ ❧❛st ❢✐♥❞❛❧❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✕ ❛♥❞ ❛♥② r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ g1 ❝❛♥ ❜❡
♣❛ss❡❞ t♦ g2✳

❆♥♦t❤❡r ✇♦r❦❛r♦✉♥❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ s❤❛r❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❜❡t✇❡❡♥ ❣♦❛❧s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ❞♦❡s ♥♦t ❣❡t ❛❧♦♥❣ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❣♦❛❧s ❛♥❞ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ✭t❤♦✉❣❤ ❋❛❈✐▲❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❜❛❝❦✲
tr❛❝❦❛❜❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s✮✳ ❙♦ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ st②❧❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①
s❡❛r❝❤ ❣♦❛❧s ✐s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❛♥❞ ❤❛♥❞② ♣❛r❛❞✐❣♠ t❤❛t ✐♥t❡❣r❛t❡s ✇❡❧❧ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❝❧♦s❡ t♦ Pr♦❧♦❣ s②st❡♠s ♦♥❡✳

■t❡r❛t♦rs ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r t♦ ❝♦♠♣♦s❡ ❤✐❣❤❡r✲
♦r❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ✐t❡r❛t♦rs✳ ❆♥ ✐t❡r❛t♦r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❞❛t❛t②♣❡ ❛♥❞ ✐s
t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ t♦ ♣r♦❝❡ss ❛ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❛t ❞❛t❛t②♣❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛
str♦♥❣ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛t❛t②♣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐t❡r❛t♦rs ❛♥❞
t❤✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ t♦ ✉s❡ t❤❡♠✳ ■♠✐t❛t✐♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t♦rs ♦❢
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❖❈❛♠❧ ❧✐❜r❛r② ✭s✉❝❤ ❛s ❆rr❛②✳✐t❡r✐ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡✮✱
❋❛❈✐▲❡ ♣r♦✈✐❞❡s ✐t❡r❛t♦rs ❢♦r ❛rr❛②s ❛♥❞ ❧✐sts✿ ●♦❛❧s✳❆rr❛② ❛♥❞ ●♦❛❧s✳▲✐st
♠♦❞✉❧❡s ♦❢ ❋❛❈✐▲❡ ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❣♦❛❧s✳

❚❤❡ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ●♦❛❧s✳❆rr❛②✳❢♦r❛❧❧ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛♣♣❧✐❡s ❛ ❣♦❛❧ t♦
❡✈❡r② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❛rr❛②✿

●♦❛❧s✳❆rr❛②✳❢♦r❛❧❧ ❣ ❬⑤❡✶❀ ✳✳✳❀ ❡♥⑤❪ ❂ ✭❣ ❡✶✮ ✫✫⑦ ✳✳✳ ✫✫⑦ ✭❣ ❡♥✮

❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t②♣❡✿

(α → Goals.t) → α array → Goals.t

❚❤❡ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢
♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ●♦❛❧s✳✐♥❞♦♠❛✐♥✿

❧❡t ❧❛❜❡❧✐♥❣❴❛rr❛② ❂ ●♦❛❧s✳❆rr❛②✳❢♦r❛❧❧ ●♦❛❧s✳✐♥❞♦♠❛✐♥❀❀

❛♥❞ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❤❛s t②♣❡ Fd.t array → Goals.t✳ ❆ ♠❛tr✐① ✐s ❛♥
❛rr❛② ♦❢ ❛rr❛②s❀ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✱ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① s✐♠♣❧② ✐s ❛
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛rr❛② ✐t❡r❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡❧❡❣❛♥t❧② ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❖❈❛♠❧✿



❧❡t ❧❛❜❡❧✐♥❣❴♠❛tr✐① ❂ ●♦❛❧s✳❆rr❛②✳❢♦r❛❧❧ ❧❛❜❡❧✐♥❣❴❛rr❛②❀❀

✇✐t❤ t②♣❡ Fd.t array array → Goals.t✳
❚❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣❛rt✐❛❧❧② ❛♣♣❧② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡♠ ❛s ✜rst ❝❧❛ss ♦❜✲

❥❡❝ts ②✐❡❧❞s ✈❡r② ❝♦♥❝✐s❡ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❝♦❞❡ t♦ ❜✉✐❧❞ s❡❛r❝❤ ❣♦❛❧s t❤❛t ✐t❡r❛t❡ ♦✈❡r
❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♦♣t✐♦♥❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ s♦✉♥❞❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞
✇✐t❤✐♥ ❖❈❛♠❧ t②♣❡ s②st❡♠✱ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦✛❡r ❛ ✈❡r② ✉s❡r✲❢r✐❡♥❞❧② ❛♥❞ ❝♦♥s✐s✲
t❡♥t ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ s❛❢❡r t❤❛♥ ✏♠❛❝r♦s✑ ♦r Pr♦❧♦❣ ❣♦❛❧s ✇✐❝❤ ❤❛✈❡
♣♦♦r s✉♣♣♦rt ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛♥❞❧✐♥❣✱ ❛♥❞ ❧❡ss ✈❡r❜♦s❡ ❛♥❞ t❡❞✐♦✉s t❤❛♥ ✇r✐tt✐♥❣
♥❡✇ ♦❜❥❡❝ts ✭✇✐t❤ ❛♥ ❖❖ ❧❛♥❣✉❛❣❡✮ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❧❛♥❣✉❛❣❡s ❧✐❦❡ ❖❈❛♠❧ ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ✭✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r s❛❢❡t②✮ t♦ ♠❡❡t
t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s s✉❝❤ ❛s ❖P▲✱ ✇❤✐❧❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ♣r♦✲
❝❡ss✐♥❣✴✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♠❛✐♥✲str❡❛♠ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳

❘❡❝✉rs✐✈❡ ❣♦❛❧s ❚♦ ❞❡✜♥❡ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❣♦❛❧✱ ✐✳❡✳ ❛ ❣♦❛❧ t❤❛t r❡t✉r♥s ❛♥♦t❤❡r
❣♦❛❧✱ ❋❛❈✐▲❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ●♦❛❧s✳❝r❡❛t❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t②♣❡✿

(α → Goals.t) → α → Goals.t

●♦❛❧s✳❝r❡❛t❡ ❢ ❛ ❜✉✐❧❞s ❛ ❣♦❛❧ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❛♣♣❧② ❢ t♦ ❛ ✇❤❡♥ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡✈❛❧✲
✉❛t❡❞✱ ✐✳❡✳ ❣♦❛❧s ❝r❡❛t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❡❢❡rr❡❞ ✭♦r ❧❛③②✮ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
✭❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ❖❈❛♠❧ ❤❛s ❛ str✐❝t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✭❛✮ ❤❛s ❛ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ t②♣❡ ✭α✮ ❛♥❞ s♦ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❛ss s❡✈❡r❛❧
❛r❣✉♠❡♥ts ✭✇✐t❤ ❛ t✉♣❧❡✮ ✕ ♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❝❧♦s✉r❡✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✉❝❤ r❡❝✉rs✐✈❡ ❣♦❛❧s✳ ❚❤✐s ♣✐❡❝❡
♦❢ ❝♦❞❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡❧② ❡①♣❧♦r❡s ❛ ❧✐st ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t
❛♥❞ t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❧✐st✱ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
❧✐st✿

❧❡t r❡❝ ❞❡❧❡t❡ ❧ ❝♦♥t ❂
●♦❛❧s✳❝r❡❛t❡
✭❢✉♥❝t✐♦♥

❬❪ ✲❃ ●♦❛❧s✳❢❛✐❧
⑤ ① ✿✿ ①s ✲❃

❝♦♥t ① ①s ⑤⑤⑦ ❞❡❧❡t❡ ①s ✭❢✉♥ ② r ✲❃ ❝♦♥t ② ✭① ✿✿ r✮✮✮
❧❀❀

❲❡ ❤❡r❡ ✉s❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❜② ♣❛tt❡r♥✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
♣❛ss❡❞ t♦ ●♦❛❧s✳❝r❡❛t❡ ✭st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❖❈❛♠❧ ❦❡②✇♦r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✿ ✐❢ t❤❡
❧✐st ✐s ❡♠♣t②✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ❢❛✐❧❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✇❡ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❡✐t❤❡r ❛♣✲
♣❧✐❡s ❝♦♥t t♦ t❤❡ ❤❡❛❞ ① ❛♥❞ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❧✐st ①s ✭❝♦♥t ♠✉st r❡t✉r♥ ❛ ❣♦❛❧✮
♦r r❡❝✉rs✐✈❡❧② tr✐❡s t❤❡ ♥❡①t ❡❧❡♠❡♥t✱ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐st ❜② ♣✉tt✐♥❣
❜❛❝❦ ① ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❧✐st ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t ✐♥ t❤❡
♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✿✿ ✐s t❤❡ ❖❈❛♠❧ ❝♦♥str✉❝t♦r ❢♦r ❧✐sts✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡
✉s❡ ❡✐t❤❡r ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❧✐st ♦r ❢♦r ♣❛tt❡r♥✲♠❛t❝❤✐♥❣✳

❚❤✐s ❧❛st ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❣♦❛❧ s❤♦✇s ✇❡❧❧ ❤♦✇ ✈❡rs❛t✐❧❡ ❝❛♥ ❜❡
t❤❡ ❋❛❈✐▲❡ ❣♦❛❧s ♠♦❞✉❧❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♠❛t❝❤❧❡ss s✉♣♣♦rt ❢♦r ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♣r♦✈✐❞❡❞



❜② ❖❈❛♠❧✱ ❋❛❈✐▲❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❝❧♦s❡ t♦
Pr♦❧♦❣ ❣♦❛❧s✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ s❛❢❡t② ♦❢
t❤❡ ❤♦st ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❧❡❛❞ t♦ ✈❡r② ❢❛st ❛♥❞ ❝♦♥❝✐s❡ ♣r♦t♦t②♣✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① s❡❛r❝❤
str❛t❡❣✐❡s✳

❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❋❛❈✐▲❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❧s♦ ❛ ●♦❛❧s✳♠✐♥✐♠✐③❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✇❤✐❝❤✱ ♦♥❝❡
❣✐✈❡♥ ❛ ❣♦❛❧ ❛♥❞ ❛ ❝♦st ✭❛ ✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✱ ❜✉✐❧❞s ❛ ♥❡✇ ❣♦❛❧ t❤❛t✱ ✇❤❡♥
❡①❡❝✉t❡❞✱ r✉♥s ❛ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ●♦❛❧s✳♠✐♥✐♠✐③❡ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t②♣❡✿

Goals.t → Fd.t → (int → unit) → Goals.t

❚❤❡ ✜rst ❛r❣✉♠❡♥t ♦❜✈✐♦✉s❧② ✐s t❤❡ ❣♦❛❧ t♦ s♦❧✈❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❝♦st
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
❝♦st ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞✳ ■t ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r✐♥t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts
❝♦st ♦r st♦r❡ t❤❡♠ ✇✐t❤ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✳

❆s ✐t s✐♠♣❧② ❜✉✐❧❞s ❛ ♥❡✇ ❣♦❛❧✱ ●♦❛❧s✳♠✐♥✐♠✐③❡ ❤❛s ❛ ❝❧❡❛♥ s❡♠❛♥t✐❝s✱ s✉❝❤
t❤❛t ❋❛❈✐▲❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ♥❡st❡❞ ❛♥❞ ✜♥❡❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
t♦ ②✐❡❧❞ ❝♦♠♣❧❡① str❛t❡❣✐❡s✳

✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛s ♥❛✐✈❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❧✐❜r❛r② s❤♦rt
❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥❛❜❧❡ ✭✹✵✵✵ ❧✐♥❡s ♦❢ ❝♦❞❡✮✳ ❋❛❈✐▲❡ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❖❈❛♠❧✱ ❡✈❡♥
❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛rts ❧✐❦❡ ❞♦♠❛✐♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛r✐t❤♠❡t✐❝
❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥❝✐s❡♥❡ss ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡
❞r❛✇❜❛❝❦s ♠❛② ❜❡ ❧♦✇ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❤❛r❞✲❝♦❞❡❞ ❧✐❜r❛r✐❡s✳

❲❡ ❣✐✈❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛s ♣r❡❝✐s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ✇❤✐❝❤ ✐s r❡✢❡❝t❡❞
✐♥ ✐ts ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t♦ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳

✸✳✶ ❙t❛❝❦

◆♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s❡❛r❝❤ ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ❛ st❛❝❦ ✐♥ ❋❛❈✐▲❡✳ ❚❤❡ ❙t❛❝❦
♠♦❞✉❧❡ ♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❡ ✭❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡✮ ❣❧♦❜❛❧ ❛❜str❛❝t st❛❝❦✳ ❚❤✐s st❛❝❦ ✐s str✉❝✲
t✉r❡❞ ✐♥t♦ ❧❡✈❡❧s✳ ❆ ❧❡✈❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s✉❝❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❛ ❧✐st ♦❢ ❣♦❛❧s✮ ❛♥❞
❛ tr❛✐❧✳ ❆ tr❛✐❧ ✭t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥✮ ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ t❤✐♥❣s t♦ ✉♥❞♦✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❧✐st ♦❢ ❝❧♦s✉r❡s✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ■t ♠❛② ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦♦ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ tr❛✐❧✐♥❣s ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡
r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t❡r✮ ❜✉t ♦✉r t✐♠❡ ♣r♦✜❧✐♥❣s ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✜r♠ t❤✐s ✐♥t✉✐t✐♦♥✳
❚❤❡ ❜❛❞ ♣♦✐♥t s✉r❡❧② ✐s t❤❡ ❤❡❛✈② ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞
✇❡ ❛r❡ ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❛♥♥♦✉❝❡❞ ❖❈❛♠❧ ♠❡♠♦r② ♣r♦✜❧❡r t♦ tr❛❝❡ ✐t✳

❆ ❧❡✈❡❧ ✐s ❝r❡❛t❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ♦♥❡ ❝❤♦✐❝❡✲♣♦✐♥t✳ ■t ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ♣✉s❤❡❞
♦♥ t❤❡ st❛❝❦✳ ■t ✐s ✉s❡❞ ✇❤✐❧❡ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣✿ ❝❧♦s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞♦ ❧✐st ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛♥❞
t❤❡ st♦r❡❞ s✉❝❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ✐s r❡t✉r♥❡❞ ✭✉s✉❛❧❧② t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♥❡✮✳



❙t❛❝❦

❚r❛✐❧✱ ❧❡✈❡❧s✱ ❜❛❝❦tr❛❝❦✱ ❝✉t

❇❛❝❦tr❛❝❦❛❜❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s

●♦❛❧s

❈r❡❛t✐♦♥✱ ❖❘✴❆◆❉ ❝♦♥tr♦❧

■t❡r❛t♦rs

▲❛❜❡❧❧✐♥❣✱ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❆r✐t❤

❆r✐t❤♠❡t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s

❆❧❧❞✐❢❢

❆❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥str❛✐♥t

❙♦rt✐♥❣

❙♦rt✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t

❉♦♠❛✐♥

■♥t❡❣❡r ✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥s

❱❛r

❆ttr✐❜✉t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡

❘❡✜♥❡✱ s✉s❜t✐t✉t❡

❆tt❛❝❤❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts

❘❡✐❢②

❘❡✐✜❝❛t✐♦♥

❖♣❡r❛t♦rs ♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts

❋❞❆rr❛②

❆rr❛② ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s

■♥❞❡①❛t✐♦♥✱ ♠✐♥✱ ♠❛①

●❝❝

●❧♦❜❛❧ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t

❈str

❈r❡❛t✐♦♥✱ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ✇❛❦✐♥❣

❈♦♥str❛✐♥ts✱ ❡✈❡♥ts

❋✐❣✳ ✶✳ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❋❛❈✐▲❡ ❧✐❜r❛r②

❆ ❧❡✈❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝✉t❀ ✐t ✐s t❤❡♥ ♠❛r❦❡❞ ✭t❛❣❣❡❞✮ ✐♥❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❜❛❝❦tr❛❝❦s
✐❣♥♦r❡ ✐t✳

❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❜str❛❝t ❜❛❝❦tr❛❝❦❛❜❧❡ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜✉✐❧t ♦♥
t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✭t❤❡ ✉♥❞♦ ❝❧♦s✉r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ❛♥
❛ss✐❣♥♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦❧❞ ✈❛❧✉❡✮✳

❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ t❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s✐♠♣❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ ❖❈❛♠❧✳

✸✳✷ ❈♦♥str❛✐♥ts

❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❈str ♦✛❡rs s❡✈❡r❛❧ ❛❜str❛❝t ❞❛t❛t②♣❡s✱ ♣r✐♦r✐t②✱ ❡✈❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥t✱
❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✿ ❝r❡❛t✐♦♥✱ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ✇❛❦✐♥❣✳

❆ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ ❝❛❧❧❜❛❝❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♥❛♠❡❞ ✉♣❞❛t❡ ✐♥ ❋❛❈✐▲❡ t❡r✲
♠✐♥♦❧♦❣②✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ✇♦❦❡♥✳ ❚❤✐s ❝❛❧❧❜❛❝❦ ✐s r❡s♣♦♥✲
s✐❜❧❡ ❢♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥ ❝♦♥s✐st❡♥t ✈❛❧✉❡s



❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② r❛✐s✐♥❣ ❛ ❢❛✐❧✉r❡✳ ❆ ❝♦♥s✐st❡♥t ❝♦♥str❛✐♥t ✐s t❛❣❣❡❞ s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ✐s ♥♦
❧♦♥❣❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣s ❛r❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r ♦❢
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳

❚♦ ❜❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❢♦r ✇❛❦✐♥❣✱ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡❧❛②❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡✈❡♥t✳ ❆♥
❡✈❡♥t ✭❛❜str❛❝t t②♣❡✮ ✐s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✇❡ s❛② t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡
r❡❣✐st❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈❡♥t✮ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ✇♦❦❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ✐s s❝❤❡❞✉❧❡❞✳
❋❛❈✐▲❡ ❛tt❛❝❤❡s ❡✈❡♥ts t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❖❘ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤✐s
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡✈❡♥t ✐s s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♣♦✐♥t ✐s ❝r❡❛t❡❞✳

❆ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ✇♦❦❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts ♣r✐♦r✐t②✿ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡
st♦r❡❞ ✐♥ ❛ q✉❡✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡ ✐s ❡♥s✉r❡❞✿ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t c ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥
♣r✐♦r✐t② ✐s ✇♦❦❡♥ ❛❢t❡r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡
✇❛❦✐♥❣ ♦❢ c✳ ❆ t❛❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞
t✇✐❝❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❡✈❡♥ ❜② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈❡♥ts✳

❚❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ❛❧s♦ ♠❛♥❛❣❡s ❛ ❣❧♦❜❛❧ st♦r❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✭♥♦t s❛t✐s✜❛❜❧❡✮
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤✐s st♦r❡ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t♦r✿ ✇❡❛❦ ♣♦✐♥t❡rs ♦❢ ❖❈❛♠❧ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ♥♦ ❧♦♥❣❡r
✉s❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡s ♠❛② ❜❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st♦r❡ ❜②
t❤❡ ●❈ ✭✐✳❡✳ t❤❡ st♦r❡ ✐s ♥♦t ❛ r♦♦t ❢♦r ✉s❡❢✉❧ ❞❛t❛✮✳

❚❤❡ st❛❝❦ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t st♦r❡ ❝♦♥st✐t✉t❡ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❣❧♦❜❛❧ st❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s st❛t❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❛ ❢✉♥t♦r✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧✐❜r❛r② ✳❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❛❜❛♥❞♦♥❡❞ ❢♦r t❤❡
s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❡♥❝♦✉♥t❡r ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❡①❛♠♣❧❡s ✇❤❡r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t st❛t❡s ✇❡r❡ r❡q✉✐r❡❞✳

✸✳✸ ●♦❛❧s

❚❤❡ s❡❛r❝❤ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ st❛❝❦✱ ❝♦❞✐♥❣ t❤❡ s✉❝❝❡ss ❝♦♥✲
t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❧✐st ♦❢ ❣♦❛❧s✱ ❛♥ ❛❜str❛❝t ❞❛t❛ t②♣❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤✐s ♠♦❞✉❧❡✳ ▲✐❦❡
❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛ ❣♦❛❧ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ ❝❛❧❧❜❛❝❦✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s
❛❝t✐✈❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ ♣♦ss✐❜❧② r❡t✉r♥s ♦t❤❡r ❣♦❛❧s✳ ●♦❛❧s ♦❢ t❤❡ s✉❝❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥
❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♦♥❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♦t❤❡r ✉♥t✐❧ ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ✭❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥✮ ✐s r❛✐s❡❞❀ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡
t❤❡ ❧❛st ❝❤♦✐❝❡✲♣♦✐♥t ✐s ♣♦♣♣❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s❛✈❡❞ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ✐s r❡st♦r❡❞✳

●♦❛❧s ❛r❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛t♦♠✐❝ ♦♥❡s ✭❝❧♦s✉r❡s✮✱ ❜✐♥❛r② ♦♣❡r❛t♦rs ✭❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥
❛♥❞ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥✮✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ❧♦♦♣s ✭❢♦r t♦✮✱ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t❡r❛t♦rs
♦♥ ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡s✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡r t♦ ❝♦♠♣♦s❡ ✐t❡r❛✲
t♦rs✱ s✐♠♣❧② ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡♠ ♦♥ ✐ts ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡s✳

❚❤✐s s❡❛r❝❤✲❣♦❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥
❦❡♣t ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② r❡❛s♦♥s✳ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r✐❝
✐❢ t❤❡ st❛t❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✭❝✉rr❡♥t❧② ❛ st❛❝❦✮ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞✳

❚❤❡ ♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❣♦❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts
❛ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ s❡❛r❝❤✳ ❲✐t❤ r❡st❛rt ♠♦❞❡✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ r❡st❛rts ❛t t❤❡ r♦♦t
♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ✭❝✉t ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞✮✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❡
♠♦❞❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ❡❛❝❤
t✐♠❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞✳



✸✳✹ ❋✐♥✐t❡ ❉♦♠❛✐♥s

❉♦♠❛✐♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s✱ s✐③❡ ❛♥❞ ❧✐st ♦❢ ✐♥✲
t❡r✈❛❧s ✭✐t ✇❛s t❤❡ ❝♦❞✐♥❣ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥ ❧✐❜r❛r② ♦❢ ❊❈▲✐P❙❡✮✳
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭♥♦ ✐♥✲♣❧❛❝❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✮ s♦ ✭tr❛♥s♣❛r✲
❡♥t✮ str✉❝t✉r❡ s❤❛r✐♥❣ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧✳ Pr♦✜❧❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ❝♦❞✐♥❣ ✐s
❝♦rr❡❝t ❢♦r t✐♠❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t tr② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♠♦r❡
s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡s ✭❜✐♥❛r② tr❡❡s ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❛❝❝❡ss t♦ ❡❧✲
❡♠❡♥ts ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡
♦♣❡r❛t✐♦♥s✮✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♥♦♥✲❞❡str✉t✐✈❡ ❝♦❞✐♥❣ ♠❛② ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ st❛t❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞
❜② s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ s❡❛r❝❤ str❛t❡❣②❬✸❪

✸✳✺ ❋✐♥✐t❡ ❉♦♠❛✐♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s

❱❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ st❛♥❞❛r❞ ❛ttr✐❜✉t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✶❪✳ ❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡
❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
❛r❡ ❧✐st❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇❛❦✐♥❣ ❡✈❡♥ts✳ ❋❛❈✐▲❡ ❝✉rr❡♥t❧② ♦✛❡rs
❢♦✉r ❦✐♥❞s ♦❢ ❡✈❡♥t ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ t♦ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡✱
❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✱ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♥♦
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥s✐❞❡ ❞♦♠❛✐♥s ✭❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡✮✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡
s❤❛r❡❞ ❛♠♦♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❋❛❈✐▲❡ ❝✉rr❡♥t❧② ♦✛❡rs ♦♥❧② ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✈❡r ✐♥t❡❣❡r ❞♦♠❛✐♥s ❜✉t t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ♥♦t s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ t♦ ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡❛s✐❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❛♥② ❞♦♠❛✐♥s ✭✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢
✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♥✉♠❜❡rs✱ s❡ts✱ ❡t❝✳✮✳

✸✳✻ ❘❡✐✜❝❛t✐♦♥

❚❤❡ ❘❡✐❢② ♠♦❞✉❧❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡ ✭❛❝t✉❛❧❧② ❛♥ ✵✲✶ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ✐ts❡❧❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s
❛ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡✜♥❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ♦✈❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✱
tr❛♥s❧❛t✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥t♦ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳

❚♦ ❜❡ r❡✐✜❛❜❧❡✱ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t r❡q✉✐r❡s ❛ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❝❛❧❧❜❛❝❦ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡
❢♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❞♦✐♥❣ ❛♥② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ■t ❛❧s♦ ♥❡❡❞s ❛ ✏♥♦t✑
♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ r❡t✉r♥s t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳

❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ str♦♥❣ t②♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r❜✐❞s t♦ ♠✐① ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✭♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤✐s ♠♦❞✉❧❡✮✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r ✐t ❛s ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❢r❡❡ ✭r❡✐✜❝❛t✐♦♥
✐s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✮ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡r ❤❛s t♦ ❜❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ ✐t✳

✸✳✼ ❆r✐t❤♠❡t✐❝ ❊①♣r❡ss✐♦♥

❈❧❛ss✐❝ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❋❛❈✐▲❡✱ ✐♥✲
❝❧✉❞✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♠♦❞✉❧♦ ❛♥❞ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤❡♥
❛♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ♣♦st❡❞✱ ❋❛❈✐▲❡ ❝♦♠♣✐❧❡s ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡s ✭✏♥♦r♠❛❧✐③❡s✑✮



t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ s♦ t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ✐♥t❡❣❡rs ♠❛② ❜❡ s❝❛t✲
t❡r❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦ ❧♦ss ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝②✿ t❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐✳❡✳
t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t tr✐❣❣❡r t❤❡ ♠♦st ❞♦♠❛✐♥ r❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ s♦❧✈❡r✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉s❡❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢② ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝♦♥✲
t❛✐♥✐♥❣ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥ ❡t❝✳ ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❤❛s❤❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t
r❡❞♦♥❞❛♥❝② ❛♥❞ ✉s❡ ❛s ❢❡✇ ❡①tr❛ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

■t ✐s ❛❧s♦ ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✭❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✮
s✉♠s ♦❢ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ❋❛❈✐▲❡ ❛♥❞ ❤❛♥❞❧❡❞ ✐♥✲
t❡r♥❛❧❧② ❜② ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❢♦r st❛♥❞❛r❞
s✉♠s✳

❋❛❈✐▲❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡s❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ r♦❜✉st✲
♥❡ss✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣✐❝ s❡q✉❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥❝❧✉❞❡❞
❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝✉rr❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇♦r❦s ✜♥❡ ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥
✹✺✵✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥ ❛ P❈ r✉♥♥✐♥❣ ▲✐♥✉① ✇✐t❤ ✺✶✷▼❖ ♦❢ ❘❆▼ ✕ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ t❤❛♥
❛❧❧ s②st❡♠s ❜❡♥❝❤♠❛r❦❡❞ ✐♥ ❬✹❪ ✐❢ ❡♥♦✉❣❤ ♠❡♠♦r② ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

✸✳✽ ●❧♦❜❛❧ ❈♦♥str❛✐♥ts

❋❛❈✐▲❡ ❝✉rr❡♥t❧② ♣r♦✈✐❞❡s t❤r❡❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ❆❧❧❞✐❢❢ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜✐♥✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✾❪ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② n

5
2 ✐♥ ✇♦rst ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t

✭●❝❝✮ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✼❪ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡s t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✿ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✱ r❡♠♦✈✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥ ❝♦♥s✐st❡♥t ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ r❡✲
♠♦✈✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥ ❝♦♥s✐st❡♥t ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ❝❛r❞✐♥❛❧s✳ ❚❤❡ s♦rt ❝♦♥str❛✐♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✻❪ ✭❝♦♠♣❧❡①✐t② n log(n)✮✳

✹ ❊①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ❇❡♥❝❤♠❛r❦

❲❡ ❣✐✈❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♦t❤❡r s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❝♦❞❡ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❋❛❈✐▲❡ ❢♦r
s♦♠❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ❚✐♠❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ ■▲❖● ❙♦❧✈❡r ❛♥❞ ❊❈▲✐P❙❡✳

▼❛❣✐❝ ❙❡q✉❡♥❝❡ ❚❤✐s ❝❧❛ss✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❘❡s✉❧ts
❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶ s❤♦✇ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✳

◆ ◗✉❡❡♥s ❲❡ ❣✐✈❡ ❤❡r❡ ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❋❛❈✐▲❡ ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss✐❝ ❡①❛♠♣❧❡✿ ✇❡
❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❋❞✳❛rr❛②✮ ❛♥❞ t✇♦ ❛✉①✐❧✐❛r② ❛rr❛②s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❜② ❛❞❞✐t✐♦♥ ✭✰⑦✮ ❛♥❞ s✉❜str❛❝t✐♦♥ ✭✲⑦✮✳

❧❡t q✉❡❡♥s ❂ ❋❞✳❛rr❛② ♥ ✵ ✭♥✲✶✮ ✐♥
❧❡t s❤✐❢t ♦♣ ❂ ❆rr❛②✳♠❛♣✐ ✭❢✉♥ q✐ ✲❃ ❆r✐t❤✳❡✷❢❞ ✭♦♣ ✭❢❞✷❡ q✐✮ ✭✐✷❡ ✐✮✮✮ ✐♥
❧❡t ❞✐❛❣✶ ❂ s❤✐❢t ✭✰⑦✮ q✉❡❡♥s ❛♥❞ ❞✐❛❣✷ ❂ s❤✐❢t ✭✲⑦✮ q✉❡❡♥s

●❧♦❜❛❧ ❆❧❧❞✐❢❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ t❤❡♥ s❡t ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❛rr❛②s✿

❈str✳♣♦st ✭❆❧❧❞✐✛✳❝str q✉❡❡♥s✮❀ ❈str✳♣♦st ✭❆❧❧❞✐✛✳❝str ❞✐❛❣✶✮❀ ✳✳✳



❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ str❛t❡❣② ✇❤✐❝❤ ✜rst s❡❧❡❝ts t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st
❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♠✐♥✐♠✉♠✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❝❤♦♦s❡❴✐♥❞❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
r❡t✉r♥s ❛ s❡❧❡❝t♦r ✭♦♣t✐♦♥❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ⑦s❡❧❡❝t ♦❢ ❢♦r❛❧❧✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✉♥❜♦✉♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥❧②✳

❧❡t ❤ ❛ ❂ ✭❱❛r✳❆ttr✳s✐③❡ ❛✱ ❱❛r✳❆ttr✳♠✐♥ ❛✮ ✐♥
❧❡t ♠✐♥❴♠✐♥ ❂ ●♦❛❧s✳❆rr❛②✳❝❤♦♦s❡❴✐♥❞❡① ✭❢✉♥ ❛✶ ❛✷ ✲❃ ❤ ❛✶ ❁ ❤ ❛✷✮ ✐♥
❧❡t ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❂ ●♦❛❧s✳❆rr❛②✳❢♦r❛❧❧ ⑦s❡❧❡❝t✿♠✐♥❴♠✐♥ ●♦❛❧s✳✐♥❞♦♠❛✐♥

❚❛❜❧❡ ✶ ❣✐✈❡s s♦♠❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❣r❛♠❀ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛❝tr❛❝❦s✱ ♥♦t
❞✐s♣❧❛②❡❞ ❤❡r❡✱ ✐s ❛❧✇❛②s ✈❡r② s♠❛❧❧ ✭❛ ❞♦③❡♥✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ str❛t❡❣②✳

●♦❧♦♠❜ ❘✉❧❡r ❆ ●♦❧♦♠❜ r✉❧❡r ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs ✭♠❛r❦s✮ a1 < ... < ak s✉❝❤
t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s aj − ai ❢♦r i < j ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t✳ ❲❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ a1 = 0✳
❚❤❡♥ ak ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ●♦❧♦♠❜ r✉❧❡r✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛r❦s✱ ✇❡ ❛r❡
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ s❤♦rt❡st ●♦❧♦♠❜ r✉❧❡rs ❬✺❪✳

❘❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✲
✇❛r❞ str❛t❡❣②✳

❙♦❝✐❛❧ ●♦❧❢❡r Pr♦❜❧❡♠ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ tr②✐♥❣ t♦ s❝❤❡❞✉❧❡ m ❣r♦✉♣s ♦❢
n ❣♦❧❢❡rs ♦✈❡r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ w ✇❡❡❦s✱ s✉❝❤ t❤❛t ♥♦ ❣♦❧❢❡r ♣❧❛②s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✉♣
❛s ❛♥② ♦t❤❡r ❣♦❧❢❡r t✇✐❝❡ ✭✐✳❡✳ ♠❛①✐♠✉♠ s♦❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✮✳ ❉❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡s
✭♣r♦❜❧❡♠ ✵✶✵ ✐♥ ❈❙P❧✐❜✱ ✇✇✇✲✉s❡rs✳❝s✳②♦r❦✳❛❝✳✉❦✴⑦t✇✴❝s♣❧✐❜✮ ❛r❡ m = 8
❣r♦✉♣s ♦❢ n = 4 ❣♦❧❢❡rs✳ ❇❡st ❦♥♦✇♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜②
❲❛r✇✐❝❦ ❍❛r✈❡② ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ✇✇✇✳✐❝♣❛r❝✳✐❝✳❛❝✳✉❦✴⑦✇❤✴❣♦❧❢✳ ❚❤❡ ✺✲✸✲✼
✐♥st❛♥❝❡ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ✏❑✐r❦♠❛♥✬s ❙❝❤♦♦❧❣✐r❧ Pr♦❜❧❡♠✑❬✶✾❪✳

❲❡ ❤❛✈❡ tr✐❡❞ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡ s♦rt✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ s❡ts✳ ❚❛❜❧❡ ✶ ❣✐✈❡s s♦♠❡ r❡✲
s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❋✐rst ❝♦❧✉♠♥ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♦❢ ✸✷ ❣♦❧❢❡rs
♦✈❡r ✾ ✇❡❡❦s✳ ▲❛st ❝♦❧✉♠♥ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❧❛st ❝❛s❡ ♦❢ ❲❛r✇✐❝❦ ❍❛r✈❡②✬s
t❛❜❧❡❀ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐♥st❛♥❝❡ ✐s ❡❛s✐❧② s♦❧✈❡❞✳ ❋♦✉rt❤ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
❑✐r❦♠❛♥✬s ❙❝❤♦♦❧❣✐r❧ ✐♥st❛♥❝❡ ✇❤✐❧❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s
♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r✿ t❤❡② ❛r❡ s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❤❛r❞❡r ❛❧t❤♦✉❣❤ ❧❡ss ❝♦♥str❛✐♥❡❞✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❧✐❜r❛r② ✇r✐tt❡♥
✐♥ ❖❈❛♠❧✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
❛ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥s
✭♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❧✐❜r❛r② ❢♦r ❛♥ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❧♦❣✐❝ ♣r♦✲
❣r❛♠♠✐♥❣ s②st❡♠✮ t♦ ❣❡t ❛♥ ❡①♣r❡ss✐✈❡✱ ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t s②st❡♠✳ ❲❡ ❛❣r❡❡
♦♥ t❤✐s ♣♦✐♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛st ♣r♦♣♦s❛❧ ♦❢ ❱❛♥ ❍❡♥t❡♥r②❝❦ ✇✐t❤ ❤✐s ▼♦❞❡❧❡r++❬✶✹❪
❜✉t ✇✐t❤ ❛ s❛❢❡r t❤♦✉❣❤ ❧❡ss tr❡♥❞② ❤♦st ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛s ♠❛♥② ❛❜str❛❝t✐♦♥s
❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❛❜str❛❝t ❞❛t❛✲t②♣❡s✱ ♠♦❞✉❧❛r✐t②✮ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡✐♥ t❤❛♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞



▼❛❣✐❝ ✶✵✵ ✷✵✵ ✹✵✵ ✽✵✵ ✶✻✵✵
✵✳✷✺ ✵✳✵✺ ✶✳✺ ✶✳✵ ✵✳✶✺ ✻✳✶ ✹✳✾ ✵✳✹✽ ✷✻ ✷✶ ✷ ♯❛ ✽✾ ✼✳✽ ♯

◗✉❡❡♥s❜ ✶✻ ✸✷ ✻✹ ✶✷✽ ✷✺✻
✵✳✵✸ ✵✳✵✸ ✶✵ ✵✳✵✼ ✵✳✵✹ ∞ ✵✳✷✻ ✵✳✵✻ ∞ ✶✳✷ ✵✳✷ ∞ ✻✳✵ ✵✳✼✹ ∞

●♦❧♦♠❜ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵
✵✳✵✹ ✵✳✵✹ ✵✳✶✽ ✵✳✸✸ ✵✳✶✶ ✶✳✷ ✸✳✸ ✵✳✼✺ ✶✶ ✸✵ ✼✳✵ ✾✾ ✷✽✵ ✻✺ ✽✷✵

●♦❧❢❝ ✽✲✹✲✾ ✺✲✸✲✹ ✺✲✸✲✻ ✺✲✸✲✼ ✽✲✽✲✾
❣❝❝ ✷✳✵ ✵✳✼ ✺✳✸ ✸✼✵ ✶✵✵ ✸✼✸ ✶✻✻✵ ✹✵✵ ✷✶✹✻ ✷✹✸ ✻✷ ✺✷✶ ✼✳✻ ✷✳✺ ✷✸

s♦rt ✷✳✶ ✕ ✾✳✺ ✸✽✵ ✕ ✶✹✽✵✵ ✶✼✹✵ ✕ ✶✶✷✺✵ ✷✺✵ ✕ ✺✼✺ ✽✳✵ ✕ ✷✹✳✺
s❡ts ✶✳✻ ✶✳✶ ✷✷ ✸✾✵ ✾✻ ✷✷✶✺ ✸✵✵✵ ✸✽✵ ✷✻✵✾✸ ✸✽✵ ✷✹✵ ✹✸✽✵ ✷✳✺ ✶✳✺ ✸✽

❛ ▼❡♠♦r② ♦✈❡r✢♦✇ ✇✐t❤ ✶✶✽▼♦
❜ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐s ♥♦t ❢❛✐r ❢♦r ❊❈▲✐P❙❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❜❛❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ♦♥ ❡q✉❛❧✐t✐❡s✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊❈▲✐P❙❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣✐✈❡s r❡s✉❧ts s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡
♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❋❛❈✐▲❡ ✭✹✳✸s ❢♦r ✷✺✻ q✉❡❡♥s✮✳

❝ ◆♦ s♦rt ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ■▲❖● ❙♦❧✈❡r✳
❚❛❜❧❡ ✶✳ ❚✐♠❡s ✐♥ s❡❝♦♥❞s ♦♥ ❯❧tr❛ ❙♣❛r❝ ❢♦r ❋❛❈✐▲❡✱ ■❧♦❣ ❙♦❧✈❡r ✹✳✸ ❛♥❞ ❊❈▲✐P❙❡
✺✳✷✳

❧✐❜r❛r② ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ♠❛② ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦
♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ t♦♣❧❡✈❡❧ ♦r ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛♥② st❛♥❞❛❧♦♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ✜rst r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ❋❛❈✐▲❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✵✶✳ ■t ❤❛s
❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r t❡❛♠ ✐♥ ❛ r❡❛❧✲s✐③❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✼✵✵✵ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✶✹✵
s♦rt✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✸✺✵✵✵ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ❢♦r ❛✐r tr❛✣❝ ♠❛♥❛❣❡✲
♠❡♥t❬✷❪✳

❲❡ st✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❛❞❞ ❢❡❛t✉r❡s t♦ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ♣❧❛♥ ✐s
t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✭à ❧❛ ▲♦❝❛❧✐③❡r✮ ♠♦❞✉❧❡✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s r❡♠❛r❦s
❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡✈✐❡✇❡rs✳

❆✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❋❛❈✐▲❡ s♦✉r❝❡s✱ ❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠✿

✇✇✇✳r❡❝❤❡r❝❤❡✳❡♥❛❝✳❢r✴♦♣t✐✴❢❛❝✐❧❡

■t r❡q✉✐r❡s ♦♥❧② t❤❡ ❖❈❛♠❧ s②st❡♠ ❛♥❞ r✉♥s ♦♥ ❛♥② ♣❧❛t❢♦r♠ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡
❝♦♠♣✐❧❡r✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

✶✳ ❉♦✉❣ ❇❛❣❧❡②✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t ❝♦♠♣✉t❡r ❧❛♥❣✉❛❣❡ s❤♦♦t♦✉t✳ ❲❡❜ P❛❣❡✱ ✷✵✵✶✳
✇✇✇✳❜❛❣❧❡②✳♦r❣✴⑦❞♦✉❣✴s❤♦♦t♦✉t✴✳

✷✳ ◆✐❝♦❧❛s ❇❛r♥✐❡r ❛♥❞ P❛s❝❛❧ ❇r✐ss❡t✳ ❙❧♦t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛✐r tr❛✣❝ ✢♦✇ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳
■♥ P❆❈▲P✱ ✷✵✵✵✳

✸✳ ❈❤✐✉ ❲♦ ❈❤♦✐✱ ▼❛rt✐♥ ❍❡♥③✱ ❛♥❞ ❑❛ ❇♦♦♥ ◆❣✳ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r st❛t❡ r❡st♦r❛t✐♦♥
✐♥ tr❡❡ s❡❛r❝❤✳ ■♥ ❚♦❜② ❲❛❧s❤✱ ❡❞✐t♦r✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❙❡✈❡♥t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡ ♦❢ ❈♦♥str❛✐♥t Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❈②♣r✉s✱ ✷✵✵✶✳
▲◆❈❙✳



✹✳ ❆♥t♦♥✐♦ ❏✳ ❋❡r♥á♥❞❡③ ❛♥❞ P❛tr✐❝✐❛ ▼✳ ❍✐❧❧✳ ❆ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ ❡✐❣❤t ❝♦♥✲
str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ♦✈❡r t❤❡ ❜♦♦❧❡❛♥ ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❈♦♥str❛✐♥ts✱
✺✭✸✮✿✷✼✺✕✸✵✶✱ ❏✉❧② ✷✵✵✵✳

✺✳ P❤✐❧✐♣♣❡ ●❛❧✐♥✐❡r✱ ❇r✐❣✐tt❡ ❏❛✉♠❛r❞✱ ❘♦❞r✐❣♦ ▼♦r❛❧❡s✱ ❛♥❞ ●✐❧❧❡s P❡s❛♥t✳ ❆
❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❣♦❧♦♠❜ r✉❧❡r ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❈P❆■❖❘✬✵✶✱ ♣❛❣❡s
✸✷✶✕✸✸✹✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✶✳ ✇✇✇✳✐❝♣❛r❝✳✐❝✳❛❝✳✉❦✴❝♣❆■❖❘✵✶✳

✻✳ ◆♦❡❧❧❡ ❇❧❡✉③❡♥ ●✉❡r♥❛❧❡❝ ❛♥❞ ❆❧❛✐♥ ❈♦❧♠❡r❛✉❡r✳ ◆❛rr♦✇✐♥❣ ❛ ✷n✲❜❧♦❝❦ ♦❢ s♦rt✐♥❣
✐♥ O(n log n)✳ ■♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡ ♦❢ ❈♦♥str❛✐♥t Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲
❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✾✼✳

✼✳ ▼❛rt✐♥ ❍❡♥③ ❛♥❞ ●❡rt ❙♠♦❧❦❛✳ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❧✐❜r❛r② ❢♦r ▼▲✳ ✇✇✇✳❝♦♠♣✳♥✉s✳❡❞✉✳s❣✴ ❤❡♥③✴♣r♦❥❡❝ts✴r♦♦♠s✱ ✶✾✾✾✳

✽✳ P✳ ▼✳ ❍✐❧❧ ❛♥❞ ❏✳ ❲✳ ▲❧♦②❞✳ ❚❤❡ ●ö❞❡❧ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡✳ ▼■❚ Pr❡ss✱ ✶✾✾✹✳
✾✳ ❏✳ ❍♦♣❝r♦❢t ❛♥❞ ❘✳ ❑❛r♣✳ ❆♥ n5/2 ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♠❛①✐♠✉♠ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ ❜✐♣❛rt✐t❡

❣r❛♣❤s✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✷✭✹✮✿✷✷✺✕✷✸✶✱ ✶✾✼✸✳
✶✵✳ ❋r❛♥ç♦✐s ▲❛❜✉rt❤❡✳ ❈❤♦❝♦✿ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ ❈P ❦❡r♥❡❧✳ ■♥ ❚❘■❈❙ ❲♦r❦s❤♦♣ ✲

❈P✷✵✵✵✱ ✷✵✵✵✳
✶✶✳ ❙❡r❣❡ ▲❡ ❍✉✐t♦✉③❡✳ ❆ ♥❡✇ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ Pr♦❧♦❣✳

■♥ P✳ ❉❡r❛♥s❛rt ❛♥❞ ❏✳ ▼❛➟✉s③②➠s❦✐✱ ❡❞✐t♦rs✱ P▲■▲P✬✾✵✱ ▲◆❈❙ ✹✺✻✱ ♣❛❣❡s ✶✸✻✕✶✺✵✳
❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✾✵✳

✶✷✳ ❳❛✈✐❡r ▲❡r♦②✳ ❚❤❡ ❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❈❛♠❧ ❙②st❡♠✿ ❯s❡r✬s ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❛♥✉❛❧
✭❤tt♣✿✴✴❝❛♠❧✳✐♥r✐❛✳❢r✮✱ ✷✵✵✵✳

✶✸✳ ❉❛✈✐❞ ▼❝❈❧❛✐♥✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❢♦r s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳
✇✇✇✳❛③st❛r♥❡t✳❝♦♠✴⑦❞♠❝❝❧❛✐♥✴▲❛♥❣✉❛❣❡❙t✉❞②✳❤t♠❧✱ ❏❛♥✉❛r② ✶✾✾✾✳

✶✹✳ ▲❛✉r❡♥t ▼✐❝❤❡❧ ❛♥❞ P❛s❝❛❧ ❱❛♥ ❍❡♥t❡♥r②❝❦✳ ▼♦❞❡❧❡r✰✰✿ ❆ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❧❛②❡r ❢♦r
❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧✐❜r❛r✐❡s✳ ✇✇✇✳❝s✳❜r♦✇♥✳❡❞✉✴♣❡♦♣❧❡✴♣✈❤✱ ✷✵✵✶✳

✶✺✳ ●r❡❣ ▼♦rr✐s❡tt ❛♥❞ ❏♦❤♥ ❘❡♣♣②✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❛♥♥✉❛❧ ■❈❋P ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❝♦♥t❡st✳
❲❡❜ P❛❣❡✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✵✳ ✇✇✇✳❝s✳❝♦r♥❡❧❧✳❡❞✉✴✐❝❢♣✴✳
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