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Estimation non lin«eaire bas«ee sur la th«eorie des observateurs invariants

(JP. Condomines; ENAC/DRONE ; email : jean-philippe.condomines@enac.fr )

1. Avant-propos

Le travail e!ectu«e au cours de cette «etude viseà analyser une solution algorithmique dÕestimation
non lin«eaire r«ecemment d«evelopp«ee : lÕIUKF (Invariant Unscented Kalman Filter). A lÕinstar des
travaux men«es il y a quelques ann«ees autour de lÕIEKF (Invariant Extended Kalman Filter ),
les gains de correction de cet estimateur, construits pour öetre invariant, peuvent öetre obtenus en
suivant les «etapes de calcul propres au Þltrage de type UKF (que celles-ci soient d«eclin«ees dans
une forme factoris«ee ou non). Toutefois, lÕint«egration à la th«eorie des observateurs invariants dÕune
proc«edure de calcul des gains de correction qui suit un sch«ema algorithmique emprunt«e au Þltrage
de Kalman dit unscented, n«ecessite un certain nombre de d«eveloppements m«ethodologiques. Nous
commenücons donc notre «etude par une recherche bibliographique. Elle pr«esente succinctement les
d«eveloppements m«ethodologiques permettant lÕ«elaboration des algorithmes UKF et EKF sous une
forme invariante, sur la base de la th«eorie des observateurs invariants. Ces deux algorithmes sont
ensuite exploit«es sur di!«erents problèmes et compar«es à leur forme standard.

2. Petit tour dÕhorizon des problèmes dÕestimation des Þltres de Kalman invariants

2.1 Th«eorie des observateurs invariants

De nombreux travaux de recherche sur les observateurs invariants non lin«eaires ont «et«e men«es
durant ces dix dernières ann«ees notamment par P. Rouchon, S. Bonnabel et E. Sala¬un Bonnabel
et al. (2008) (Bonnabel et al., 2009a) (Martin and Salaun, 2010) dont les r«esultats ont permis
dÕ«elaborer une m«ethode constructive utilisant conjointement la g«eom«etrie di!«erentielle et la th«eorie
des groupes pour synth«etiser des Þltres non lin«eaires d«edi«es aux problèmes dÕestimation non lin«eaire
de lÕ«etat dÕun système. La particularit«e de cette m«ethode est de pr«eserver les propri«et«es physiques et
de sym«etrie des systèmes. La conception de tels Þltres requiert, au travers de di!«erentes d«eÞnitions
de groupe, la recherche de transformations portant sur le modèle dynamique du système aÞn de
formuler le problème en des termes math«ematiques appropri«es. Par la suite, la mise en place dÕun
cadre g«eom«etrique n«ecessitantà la fois la recherche dÕun champ de vecteurs invariants et la d«eÞnition
dÕune erreur invariante va permettre de Þnaliser lÕ«elaboration de ce Þltre. Par ailleurs, aÞn de r«egler
la dynamique de celui-ci, il sera n«ecessaire de d«eterminer les gains via une lin«earisation de lÕerreur
dÕ«etat devenue non lin«eaire.D«esormais, la lin«earisation ne se fera plus autour dÕun point dÕ«equilibre
mais autour de lÕ«el«ement neutre dÕun groupe, ce qui permettra, comme nous le verrons, dÕ«elargir le
domaine de convergence de lÕestimation et dÕavoir une forme simpliÞ«ee de la dynamique de lÕerreur
dÕestimation sur lÕ«etat.A travers les di!«erentes d«eÞnitions qui suivent, nous pr«esentons ici le Þl
conducteur des principaux travaux de recherche men«es autour de la synthèse de Þltres invariants.
Cette th«eorie sera appliqu«ee pour le d«eveloppement de lÕIEKF (Bonnabel et al., 2009b) (Bonnabel,
2007)(Barrau and Bonnabel, 2014) et de lÕIUKF (Condomines et al., 2013) (Condomines et al.,
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2014) (Condomines et al., 2015) puis repris au travers de lÕ«elaboration dÕun système nomm«etilt
sensor system. Tout dÕabord, consid«erons la repr«esentation dÕ«etat non lin«eaire suivante d«eÞnit par :

dx
dt

= f (x , u), y = h(x, u) (1)

Dans lÕ«equation 1, le vecteur dÕ«etatx (resp. dÕentr«eeu)(resp. de sortiey ) appartient à un ensemble
ouvert X ! Rn (resp. U ! Rm )(resp. Y ! Rp, p " n). Etant donn«e cette repr«esentation non lin«eaire,
nous commenücons par d«eÞnir une structure de groupe sur laquelle nous allons construire di!«erentes
transformations dont les actions sur les ouverts pr«ec«edemment d«eÞnis vont laisser inchanger la
dynamique (du système).

DeÞnition 1: Groupe de transformation : Soit G un groupe de Lie etT un ouvert de Rq.
Une action sur T dÕun groupe de transformation param«etr«e parG, not«e (! g)g! G et dÕapplication
identit«e ! e (e, est lÕ«el«ement neutre deG), et tel que (g, ") ! G # T $%#g(" ) ! T , est une carte
di!«erentiable qui v«eriÞe :

Ð &" ! T , ! e(" ) = " ;
Ð &(g1, g2) ! G2, ! g2 ' ! g1 (" ) = ! g2 g1 (" ).

DeÞnition 2: IdentiÞcation du groupe de Lie et de lÕouvert : Soit (! g)g! G un groupe de
transformation de rang plein i.e., &g ! G, dim(Im(! g)) = dim(G) = r . Si dim(G) = r = dim(T ) =
q alors G et T peuvent öetre identiÞ«es lÕun à lÕautre de sorte que lÕapplication! param«etris«ee surG
puisse sÕassimiler à une multiplication à droite ou à gauche telle que :

&(g, ") ! (G # T ), ! g(" ) = "g" 1 = Rg! 1 (" ) ou ! g(" ) = g" = L g(" )

A partir de la d«eÞnition 2, il en r«esulte que (! g)g! G est un di!«eomorphisme. Par ailleurs, nous
consid«ererons uniquement dans la suite les actions de groupe de rang plein pour lesquellesrg(! g) =
dim(G) et dim(G) = dim(M ). Dans ce cas là, la d«eÞnition 2 signiÞe que nous pouvons identiÞer
le groupeG à lÕouvertT .

Par analogie, en consid«erant la repr«esentation dÕ«etat 1 où le vecteur dÕ«etat (resp. dÕentr«ee)(resp.
de sortie) appartient à un ensemble ouvert X ! Rn (resp. U ! Rm )(resp. Y ! Rp, p " n), nous
consid«erons le groupe de transformation d«eÞni par une multiplication àdroite sur X # U # Y tel
que :

# : G # (X # U # Y ) % (X # U # Y )

(g,x, u, y ) $%#g(x, u, y ) = ( $g(x), %g(u), &g(y )) = ( X , U , Y )

où ( $g, %g, &g) sont trois di!«eomorphismes param«etris«es parg ! G où le groupe de Lie G v«eriÞe
dim(G)=dim( X )= n. Les coordonn«ees des transformations ci-dessus doivent öetre d«eÞnies telle que
leur action respective mais conjugu«ee sur les variables dÕ«etat, dÕentr«ee et de sortie laisse lÕentière
dynamique du système inchang«ee, cÕest à direúX = f (X , U ) and Y = h(X , U ) tel que :

DeÞnition 3: Système G-invariant et sortie «equivariante : La dynamique du système sera
dite G-invariante si ( ($g, %g)g! G, &(g,x, u) ! G # (X # U ) :

f ($g(x), %g(u)) = D$ g(x) áf (x , u)

où D$ g(x) d«esigne lÕapplication d«eriv«ee de$g en x. De plus, sa sortie sera diteG-equivariante si
( (&g)g! G G # y $%y, &(g,x, u) ! G # (X # U ) :

h($g(x), %g(u)) = &g(h(x, u)) .
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La dernière d«eÞnition signiÞe que les «equations dÕ«evolution et dÕobservation restent explicitement
identiques à la suite de lÕapplication des trois transformations. Bas«e sur la m«ethode du repère
mobile de Cartan, un ensemble complet den-invariant(s) dans G peut öetre construit en consid«erant
seulement lÕaction de groupe%g.

DeÞnition 4: Equation de normalisation : Pour deux points quelconquesx, c ! T , il existe
g tel que ! g(x) = L g(x) = gx = c ou ! g(x) = Rg! 1 (x) = xg" 1 = c. Ainsi lÕexistence dÕun repère
mobile not«e par la suite' en tout point x ! T est garantie. En particulier, en choisissant c = e,
nous en d«eduisons que' (x) = x" 1. Cette proc«edure est appel«ee[[ normalisation " .

DeÞnition 5: Un Þltre invariant sÕ«ecrit :

úöx = f (öx , u) +
n!

i =1

K i (I (öx , u), E) áwi (öx ) (2)

où le gain matriciel K i d«epend de la trajectoire du système seulement au travers de lÕensemble com-
plet dÕinvariant connuI (öx , u) = %öx ! 1 (u). wi (öx ) :=

"
D$ ! (öx ) (öx )

#" 1 á(/( x i est un vecteur invariant
qui projette lÕensemble des termes de correction invariants sur chaque composante de lÕ«equation
dÕ«evolutionf (öx , u), cÕest-à-dire lÕespace tangent.(/( x i est le ième champ de vecteur de la base
canonique deRn.

Les propri«et«es de convergence de lÕ«equation 2 d«ependent des gainsK i et de la faücon dont lÕer-
reur dÕestimation sur lÕ«etat est d«eÞnie. En e!et, au lieu de consid«erer une erreur dÕestimation
dÕ«etat lin«eaire classiquement not«eeöx ) x, la th«eorie des observateurs invariants d«eÞnit une erreur
dÕestimation invariante sur lÕ«etat du système not«ee) (x, öx ) = x" 1öx .

DeÞnition 6: La convergence asymptotique deöx vers x est «equivalente à la stabilit«e de la dyna-
mique de lÕerreur dÕ«etat invariante qui est r«egie par lÕ«equation très g«en«erale suivante :

ú) = "( ), I (öx , u)) (3)

où " est une fonction lisse (de classeC# ). Ainsi, il apparaöõt que ) d«epend de la trajectoire du
système seulement au travers des invariants connusI (öx , u).

Cette m«ethode de construction est syst«ematique pour le design des (pr«e)-observateurs appel«es
aussi observateurs candidats dont les termes de correction pr«eservent les sym«etries du système
originel. N«eanmoins, les hypothèses n«ecessaires qui ont «et«e formul«ees quant à la r«egularit«e et aux
propri«et«es de lÕaction de groupe sur lÕ«etat, cÕest à dire :dim($g) = dim(G), restent un verrou à
lever aÞn que lÕapproche devienne complètement syst«ematique.

2.2 Quelques remarques sur lÕerreur dÕestimation

Les propri«et«es dÕinvariance dÕun estimateur dÕ«etat, que lÕon souhaite voir pr«eserver les sym«etries
intrinsèques au système, reposent essentiellement sur la notion dÕerreur dÕestimation sur lÕ«etat
invariante et sur sa dynamique propre. En e!et, il est possible de montrer que cette dernière
d«epend uniquement de lÕerreur dÕestimation sur lÕ«etat invariante elle-möeme et de lÕensemble complet
dÕinvariants fondamentaux du système d«eÞni parI (öx, u) = %! (öx ) (u) = %öx ! 1 (u).Cette dynamique
d«epend des trajectoires estim«ees par le système uniquement au travers de la non-lin«earit«eI . Il
sÕagit là dÕune grande di!«erence par rapport à la plupart des algorithmes dÕestimation non lin«eaires
conventionnels tels que lÕEKF ou lÕUKF pour lesquels la dynamique de lÕerreur dÕestimation d«epend
directement de la trajectoire suivie par lÕengin. Ceci «etend donc le domaine de convergence des
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observateurs invariants et en fait des estimateurs plus robustes.
Ainsi, pour un système dynamique qui suit une trajectoire de r«ef«erence quasi-permanente, i.e.

tels que les invariants fondamentauxI (öx, u) ne d«ependent pas du temps,I (öx, u) = c, il peut öetre
d«emontr«e que les matrices de gainøK convergent vers des valeurs Þxes pour toutes trajectoires
x

#
telles que I (x

#
, u) = c. Par la suite, il peut öetre d«emontr«e que, pour certain système comme

le système de lÕAHRS (Attitude and Heading Reference System) (Martin and Salaun, 2010), et
sous certaines conditions de d«ecouplage de lÕestimation des composantes du vecteur dÕ«etatx, la
dynamique de lÕerreur dÕestimation sur lÕ«etat invariante) (x , öx) ob«eit à une «equation dite auto-
nome cÕest-à-dire de la forme : ú) = "( ), c). Un tel Þltre sera caract«eris«e par un large domaine de
convergence pour di!«erents r«eglages des valeurs des gains.

Pour pallier à la di#cult«e de r«egler les gains de correction manuellement, lÕ«etat de lÕart du do-
maine rapporte quÕun algorithme de type EKF, g«en«eralis«e, a «et«e d«evelopp«e pour obtenir ces derniers.
Celui-ci repose sur une lin«earisation de la dynamique de lÕerreur dÕestimation sur lÕ«etat invariante
qui permet dÕidentiÞer des matrices dÕ«evolution (A ( öI )) et dÕobservation (C( öI )) d«ependantes des
invariants du problème dÕestimation. Par la suite, les «equations du Þltrage Kalman «etendu peuvent
öetre appliqu«ees au système des erreurs invariantes lin«earis«ees de sorte que la r«esolution de lÕ«equation
de Riccati soit men«ee avec le couple (A ( öI ), C( öI )). La d«emarche suivie dans lÕIEKF revient à formu-
ler math«ematiquement un EKF classique mais pour une erreur dÕestimation sur lÕ«etat invariante.
LÕIEKF fournit une approximation, au 2nd ordre, de lÕerreur dÕestimation sur lÕ«etat invariante.
Malgr«e ses nombreux avantages, cette technique peut öetre relativement complexe à exploiter du
fait de la lin«earisation quÕelle n«ecessite pour identiÞer les matricesA ( öI ) et C( öI ). AÞn de sÕa!ran-
chir de ce point di#cile, des recherches ont conduit au d«eveloppement dÕune m«ethode di!«erente
pour lÕestimation de lÕ«etat des systèmes dynamiques dans un cadre non lin«eaire. Tout comme pour
lÕIEKF, lÕIUKF (Invariant UnscentedKalman Filter ) a cherch«eà conf«ererà lÕestimateur les möemes
propri«et«es dÕinvariance que celles qui peuvent caract«eriser le système observ«e. Ces deux m«ethodes
sont pr«esent«ees dans les sections suivantes.

2.3 Le Þltrage de Kalman Etendu invariant : lÕIEKF

La d«emarche mise en place par S. Bonnabel et P. Rouchon dans le d«eveloppement de lÕIEKF (en
anglais Invariant Extented Kalman Filter ) consisteà retrouver une formulation de lÕEKF classique
en int«egrant la th«eorie des observateurs invariants, cÕest-à-dire retrouver les matrices lin«earis«ees de
la dynamique de lÕerreur dÕestimation sur lÕ«etat invariante associ«ee au système consid«er«e. La notion
de covariance qui constitue lÕinconnue de lÕ«equation de Riccati à r«esoudre se trouve red«eÞnie et
correspond d«esormaisà une matrice de covariance pour les erreurs invariantes. Pour m«emoire, nous
rappelons ci-après les «equations de lÕEKF[[ stantard " dans le cas dÕune dynamique continue :

úöx = f (öx, u) + K (t)(ym ) h(öx, u)) (4)

K (t) = P(t)CT (t)(NN T )" 1 (5)
úP(t) = A (t)P(t) + P(t)A T (t) ) P(t)CT (t)(NN T )" 1C(t)P(t) + MM T (6)

Le calcul des gains de correction pour lÕestimateur invariant à partir des principes de lÕEKF
d«ebute tout dÕabord par une lin«earisation, au second ordre, de lÕerreur dÕestimation sur lÕ«etat
invariante, ) (x , öx) = $x ! 1 (öx) ) $x ! 1 (x), pour identiÞer les matricesA , C, N et M . La donn«ee de
celle-ci permet ensuite dÕobtenir la matrice des gainsK , par les «equations (4) à (6), et donc de
connaöõtre la dynamique de lÕerreur lin«earis«ee $¬) = ( A ) KC )$ ú) . Cela permet doncin Þne dÕ«ecrire
les «equations de lÕIEKF de la manière suivante :
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úöx = f (öx, u) +

repère invariant
au point öx $ w(öx )

$%&'
DL öx áK (t) á

E
$ %& '
(&öx ! 1 (z) ) &öx ! 1 (h(öx, u))) (7)

K (t) = P(t)CT (t)(NN T )" 1 (8)
úP(t) = A (t)P(t) + P(t)A T (t) ) P(t)CT (t)(NN T )" 1C(t)P(t) + MM T (9)

Dans lÕ«equation (7),DL öx signiÞe que lÕinvariance est consid«er«ee à gauche sur le groupe de Lie
G mais nous pourrions tout aussi bien consid«erer une invariance à droiteDR öx . A noter que
lÕ«elaboration dÕobservateurs invariants sur un groupe de Lie fait ici lÕhypothèse que lÕaction du
groupe est libre1 sur lÕespace dÕ«etat, et que celle-ci a la möeme dimension queX . Il nÕy a donc
quÕune seule orbite et lÕaction de groupe est dite transitive : les observateurs invariants d«evelopp«es
pour les probl«ematiques AHRS et INS ob«eissent à cette hypothèse.

Consid«erons connue une erreur dÕestimation sur lÕ«etat invariante) v«eriÞant : ú) = Dgut () ) où Dgut
est un champ de vecteur. PuisqueG constitue une vari«et«e di!«erentiable, il est possible dÕidentiÞer
un morceau de lÕalgèbre de Lie deG à un voisinage U centr«e sur lÕ«el«ement neutree du groupe
gröace à lÕapplication exponentielle. Ainsi, une erreur) petite, proche de e, peut öetre assimil«ee à
un «el«ement de lÕalgèbre de Lie, not«e" , dans le sens où il est possible dÕ«ecrire) t = exp(*" t ) où
* ! R est tel que * << 1. JusquÕaux termes dÕordre 2 en*, nous avons donc lÕ«equation de lÕerreur
dÕestimation sur lÕ«etat invariante) t lin«earis«ee dans lÕespace tangent àe qui sÕ«ecrit :

d
dt

" = [ ", f (e, öI )] )
(f
(u

(e, öI )
(%
(g

(e, öI )" )
n!

i =1

(
( K i

( E
( öI, 0)

(h
( x

(e, öI )"

)
wi (10)

où [ , ] d«esigne le crochet de Lie. Les matricesA (t) et C(t) peuvent öetre identiÞ«ees gröace à
lÕ«equation (10) de la manière suivante :

A ( öI ) : " $%
"
", f (e, öI )

#
)

(f
(u

(e, öI )
(%
(h

(e, öI )"

C( öI ) =
(h
(x

(e, öI ), M = M (e), N = N (e).
(11)

Il a «et«e montr«e [TODO publi] que lÕapproximation en s«erie de Taylor au 1er ordre de lÕ«equation (10),
r«e-«ecrite sous la formeú" = Dgut (", e), est repr«esentative du comportement global de la dynamique
de lÕerreur dÕestimation sur lÕ«etat invariante. Ce r«esultat a amen«e lÕ«enonc«e du th«eorème qui suit :

Theorem 1: Consid«erons lÕerreur dÕestimation sur lÕ«etat invariante) i
t , d«eÞnie pour une dyna-

mique invariante à droite ou à gauche, lÕexposant(i ) d«esignant indi!«eremment L ou R. Soit
" i

0 ! Rdim(g) tel que ) i
0 = exp("0). Si " i

t est d«eÞni pour t > 0 par une «equation di!«erentielle
lin«eaire de la forme :

d
dt

" i
t = Ai

t "
i
t où : Ai

t := Dgi
ut (e)

alors nous avons :
&t * 0, ) i

t = exp(" i
t ) (12)

Le th«eorème 1 est d«emontr«e int«egralement dans (Barrau and Bonnabel, 2014). Il est extröemement
important car il garantit que lÕ«etape de pr«ediction e!ectu«ee par nÕimporte quel Þltre de Kalman
exploitant une erreur dÕ«etat invariante2, et donc implicitement une carte exponentielle de lÕespace
g«eom«etrique, sera men«ee de faücon à respecter lÕ«evolution vraie en terme de covariance de lÕerreur
sur lÕ«etat estim«e.

1. hypothèse de rang plein.
2. On peut «ecrire " = x! 1 öx pour une dynamique invarianceà gauche ou " = öxx ! 1 pour une dynamique invarianceà droite.
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2.4 Le Þltrage de Kalman Uscented invariant : lÕIUKF

Lorsque la dynamique du système observ«e pr«esente des propri«et«es dÕinvariance par sym«etries,
les «equations de base du SRUKF ne permettent pas de synth«etiser un estimateur de lÕ«etat du
système disposant de propri«et«es analogues. Pourtant, du point de vue de la convergence, il peut
öetre très int«eressant de chercher à conf«erer à tout Þltre estimateur candidat les propri«et«es dÕinva-
riance du système, à lÕinstar de ce qui est fait pour les observateurs invariants et lÕIEKF. Ainsi,
JP. Condomines, C. Seren et G. Hattenberger ont modiÞ«e lÕalgorithme SRUKF aÞn que cela soit
le cas «egalement. A partir des principes mis en Ïuvre et des multiples «etapes de calcul qui fondent
lÕalgorithme du SRUKF (Van der Merwe, 2004)(Wan and Van der Merwe, 2000)(Wan and Van der
Merwe, 2001), une r«e«ecriture naturelle des «equations, visant à adapter la m«ethode à un cadre inva-
riant pour lÕestimation, peut öetre obtenue simplement en red«eÞnissant les termes dÕerreur utilis«es
dans la version standard pr«esent«ee au cours de la section pr«ec«edente. En e!et, les termes dÕerreur
lin«eaires öx ) x et z ) öy , classiquement rencontr«es en Þltrage de Kalman, ne pr«eservent en rien les
sym«etries et les invariances du système. Ainsi, nous consid«ererons les erreurs dÕ«etat et de sortie
invariantes suivantes : *

öx ) x )% ) (x, öx) = $! (x ) (x) ) $! (x ) (öx)
z ) öy )% E(z, öx, öy ) = &! (öx ) (öy ) ) &! (öx ) (z)

(13)

Dans lÕ«equation (13),x d«esigne lÕ«etat[[ vrai " du système. öx correspond à lÕestim«e de cet «etat.
Les notations öy et z indiquent respectivement la sortie estim«ee et le vecteur des mesures bruit«ees.

Remarque : on peut v«eriÞer ais«ement que ces erreurs sont invariantes. En e!et,&g ! G on a :

) ($g(x), $g(öx)) = $! (# g (x )) ($g(x)) ) $ ! (# g (x )) ($g(öx))
= $! (# g (x )) g(x) ) $! (# g (x )) g(öx) par d«eÞnition de la loi de composition surG
= $! (x ) (x) ) $! (x ) (öx) car ' ($g(x))g = ' (x)
= ) (x, öx) !

et :
E(&g(z), $g(öx), &g(öy)) = &! (# g (öx )) (&g(öy )) ) &! (# g (öx )) (&g(z)) = &! (# g (öx )) g(öy ) ) &! (# g (öx )) g(z)

= &! (öx ) (öy ) ) $! (öx ) (z)
= E(z, öx, öy ) !

Dans le cas où lÕaction de groupe est de rang plein et transitive (i.e. telle quedim(G) = dim(X ) =
n), nous avons vu queG peut öetre identiÞ«eà lÕespace dÕ«etatX = Rn de sorte que la transformation
locale $g puisse öetre assimil«ee à une multiplication à gauche telle que$g(x) = g áx. La r«esolution
des «equations de normalisation telle que$g(x) = gáx = e, où e d«esigne lÕ«el«ement neutre du groupe
G, conduit au repère mobile solution suivant : ' (x) = x" 1. Dans ce cas, les erreurs de lÕ«equation
(13) deviennent : *

) (x , öx) = $x ! 1 (x) ) $x ! 1 (öx) = e ) x" 1 áöx
E(z, öx, öy ) = &öx ! 1 (öy ) ) &öx ! 1 (z)

(14)

Dès lors, la notion de matrice de covariance des erreurs dÕestimation, dont le calcul dans
lÕalgorithme du SRUKF peut öetre approch«e à partir de la donn«ee des (2n + 1) sigma points
X (i )

k|k , i ! [[ 1 ; (2n + 1) ]], construits à chaque pas de tempsk ! Z%, se trouve d«esormais modiÞ«ee
pour öetre associ«ee aux erreurs d«eÞnies par lÕ«equation (14). Nous parlerons alors de matrice
de covariance des erreurs dÕestimation invariantes. LÕ«etape de d«ecomposition de la matrice de
covariance associ«ee à lÕerreur dÕestimation sur lÕ«etat fait donc apparaöõtre un ensemble de (2n + 1)
erreurs invariantes calcul«ees entre chaque sigma point et lÕ«etat pr«edit. La notion de covariance
porte donc d«esormais sur lÕerreur dÕ«etat invariante et non plus sur un terme dÕerreur lin«eaire. Il
sÕagit de la principale nuance introduite avec le Þltrage de Kalmanunscented classique. Hormis

6
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cette modiÞcation majeure, lÕ«etape de pr«ediction nÕest que peu modiÞ«ee par rapport à sa version
originale. Pour ce qui est de lÕ«etape de correction, nous voyons que les modiÞcations apport«ees
à la version standard du SRUKF sont plus nombreuses. En e!et, la red«eÞnition de la notion de
matrice de covariance, associant celle-ci à des erreurs dÕestimation d«esormais invariantes, modiÞe :

! le calcul de la covariance pr«edite relative à la sortiey tel que :
Py ,k+1 |k + E(öyk+1 |k , X k+1 |k , öY k+1 |k )

" et le calcul de la covariance crois«ee pr«edite entre les erreurs dÕestimation portant sur lÕ«etatx
et la sortie y tel que :

Pxy ,k+1 |k + ) (X k+1 |k , öxk+1 |k ), E(öyk+1 |k , X k+1 |k , öY k+1 |k )

Il sÕen suit naturellement que le gain de correction calcul«e pour lÕestimation de lÕ«etat par une
technique de type UKF d«ependra, par transitivit«e, dÕinvariants fondamentaux pour le système
consid«er«e (%x ! 1 (u)) et dÕerreurs de sortie invariantes (E(öy , x, á)).

Le cadre invariant d«eÞnit pour le système consid«er«e entraine «egalement une r«e«ecriture des
«equations de correction de lÕ«etat pr«edit. En e!et, il apparaöõt que le terme de correction additif
repose dor«enavant sur :" un gain qui d«epend des invariants du problème dÕestimation ;" et une
innovation invariante. De plus, ce terme correctif se retrouve projet«e dans le repère invariant, de
sorte que, la correction de lÕ«etat pr«edit soit r«ealis«ee, composante par composante, i.e. selon les
directions desn vecteurs de la base canonique deRn form«ee par le champ de vecteurs invariants
B(öxk+1 |k ) = { +i (öxk+1 |k )} i ! [[ 1 ; n ]]. Ce travail dÕadaptation de la version standard du SRUKF consti-
tue lÕapproche la plus naturelle pour d«eriver un estimateur invariant dont les termes de correction :

# sont calcul«es selon un sch«ema de type UKF, adapt«e au cadre invariant du problème dÕestima-
tion pos«e, qui «echantillonne lÕespace dÕ«etat à partir dÕune technique SUT (Scaled Uunscented
Transform) classique, identiqueà celle commun«ement exploit«ee pour le Þltrage de Kalman par
Sigma Points ;

# respectent les sym«etries propres au système du fait quÕils sont construits à partir dÕune inno-
vation invariante et de gains d«ependant des invariants fondamentaux et de lÕerreur de sortie
invariante.

Il est à noter au passage que lÕalgorithme pr«esent«e pr«ec«edemment repose sur un param«etrage
multiple du groupe de transformations en d«eÞnissant successivement chaque inverse de sigma point
comme paramètreà consid«erer pour lÕapplication composite#g = ( $g, %g, &g). Ceci revientà d«eÞnir
un ensemble de (2n + 1) repères mobiles, de dimensionn, dans lÕespace dÕ«etat qui envoient chaque
sigma point vers lÕ«el«ement neutree par lÕapplication locale$g qui, pour rappel, sÕapparente à une
action transitive de rang plein telle que$g(x) = gáx (cf. Þgure 1). LÕIUKF est g«en«erique en ce sens
quÕil ne se pr«eoccupe ni de la forme des «equations du modèle dÕobservation, ni de celle associ«ee aux
relations d«eÞnissant la transformation de groupe&g.

÷x
X (1)

X (2)

X (3)

X (4)

e

! (X (1) )

! (X (2) )

! (X (3) )

! (X (4) )

! ( ÷x ) = ÷x ! 1

Figure 1. R«eseau des(2n + 1) repères invariants associ«es aux sigma points
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Algorithme IUKF pour lÕestimation dÕ«etat avec bruits additifs
Description du proc«ed«e :xk+1 = f (xk , uk) + wk
Mod«elisation des capteurs :yk = h(xk , uk) + vk

Recherche de la transformation de groupe composite :#g = ( $g, %g, &g)

" Calcul des pond«erationsW (j )
m , W (j )

c , j ! [[ 0 ; 2n ]] (cf. Scaled UKF)
" Initialisations öx0 = E[x0] et öP0 = E[) (x0, öx0)) T (x0, öx0)]

" Calcul des (2n + 1) sigma points : X (0)
k|k = öxk|k , X (1)

k|k , . . . , X (2n)
k|k

" Etape de pr«ediction :

! &i ! [[ 0 ; 2n ]], X (i )
k+1 |k = f (X (i )

k|k , uk) , öxk+1 |k =
2n+

i =0
W (i )

(m) X (i )
k+1 |k

" Pr«ediction de la covariance des erreurs dÕestimation invariantes sur lÕ«etat :

öPxx ,k+1 |k =

,
--.

--/

Q +
2n+

i =0
W (i )

(c) ) (X (i )
k+1 |k , öxk+1 |k )) T (X (i )

k+1 |k , öxk+1 |k ) # paramètres X (i )

Q +
2n+

i =0
W (i )

(c) ) (öxk+1 |k , X (i )
k+1 |k )) T (öxk+1 |k , X (i )

k+1 |k ) # paramètre öxk+1 |k

$ &i ! [[ 0 ; 2n ]], öy (i )
k+1 |k = h(X (i )

k+1 |k , uk) , öyk+1 |k =
2n+

i =0
W (i )

(m) öy (i )
k+1 |k

% Pr«ediction de la covariance des erreurs dÕestimation invariantes sur la sortie :

öPyy ,k+1 |k =

,
--.

--/

R +
2n+

i =0
W (i )

(c) E(öyk+1 |k , X (i )
k+1 |k , öy (i )

k+1 |k )ET (öyk+1 |k , X (i )
k+1 |k , öy (i )

k+1 |k )

R +
2n+

i =0
W (i )

(c) E(öyk+1 |k , öxk+1 |k , öy (i )
k+1 |k )ET (öyk+1 |k , öxk+1 |k , öy (i )

k+1 |k )

& Pr«ediction de la covariance crois«ee des erreurs dÕestimation invariantes :

öPxy ,k+1 |k =

,
--.

--/

2n+

i =0
W (i )

(c) ) (X (i )
k+1 |k , öxk+1 |k )ET (öyk+1 |k , X (i )

k+1 |k , öy (i )
k+1 |k )

2n+

i =0
W (i )

(c) ) (öxk+1 |k , X (i )
k+1 |k )ET (öyk+1 |k , öxk+1 |k , öy (i )

k+1 |k )

" Etape de correction/Þltrage :

! Calcul des gains :K k+1 = öPxy ,k+1 |k áöP" 1
yy ,k+1 |k

" Calcul du nouvel «etat estim«e :

öxk+1 |k+1 = öxk+1 |k +
n+

i =1
K (i )

k+1 áE(öyk+1 |k , öxk+1 |k , zk+1 ) áw(öxk+1 |k )

$ Mise à jour de la covariance öPxx :
öPxx ,k+1 |k+1 = öPxx ,k+1 |k ) K k+1 öPzz,k+1 |kK T

k+1

8
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3. Exemple dÕapplication de lÕIUKF et de lÕIEKF motivant nos recherche

!g

!

a1

a3

(K )

(k)

O

!
a1a3

(K !)

(k)

! ! 0

Figure 2. La dynamique de lÕinclinomètre
est invariante sous lÕaction du groupe
SO(2)

Dans le prolongement des d«eveloppements m«ethodologiques
de lÕIEKF et de lÕIUKF pr«esent«e à la section pr«ec«edente, nous
allons nous int«eresser ici aux performances de ces deux algo-
rithmes sur un système appel«e inclinomètre ou en anglais tilt
sensor system. Ce système comme son nom lÕindique, permet
de mesurer lÕinclinaison de tout objet disposant dÕun capteur
mesurant lÕacc«el«eration de celui-ci. DÕautre système, plus com-
plexe, comme un AHRS (Attitude and Heading Reference Sys-
tem), serait en mesure de r«ealiser la möeme op«eration mais ne
nous permettrait pas de mettre en exergue les di!«erentes pro-
pri«et«es intrinsèques de lÕIUKF. Par ailleurs, le modèle dÕobser-
vation de lÕinclinomètre m«erite que lÕon sÕy attache puisquÕil
est commun«ement utilis«e dans de nombreux domaines : com-
munication, radars, optom«etrie, etc.. EnÞn, cet exemple nous
permettra dÕ«etudier la non lin«earit«e du modèle uniquement sur
lÕ«equation dÕobservation. Comme nous le verrons par la suite,
lÕerreur de sortie usuelle (i.e. lin«eaire), calcul«eeà partir de cette
«equation ne pr«eserve pas la g«eom«etrie du système. Le concept dÕerreur de sortie invariante est une
id«ee cl«e dans la construction de tout Þltre invariant. Nous mettrons donc en avant cette propri«et«e
en comparant lÕUKF et lÕIUKF. Ainsi, pour estimer lÕangle dÕattitude dÕun objet, il nous sera
n«ecessaire de disposer de trois acc«el«eromètres donnant une mesure de lÕacc«el«eration sp«eciÞque de
lÕobjet not«eeam = ( a1, a2, a3). Nous consid«erons ici plus particulièrement lÕestimation de lÕangle
! , qui d«ecrit la rotation de lÕobjet dans le plan vertical comme le montre la Þgure 2. Le modèle
dÕobservation non lin«eaire de lÕinclinomètre, calcul«e à lÕaide de la matrice de passage DCM, sÕ«ecrit
de la manière suivante :

(
ya1

ya3

)
=

(
) sin(! )
cos(! )

)
= h(x) (15)

A ce stade, il est n«ecessaire de formuler une hypothèse sur lÕangle dÕattitude de lÕengin aÞn
dÕobtenir lÕ«equation dÕ«evolution du système. Nous supposons que lÕangle ne change pas durant
la p«eriode de mesure ou autrement dit que la dynamique de lÕangle est constante. LÕ«equation
dÕ«evolution sÕ«ecrit donc :

ú! = 0 (16)

Nous pouvons voir que lÕespace dÕ«etatX = S1 co¬õncide topologiquement avec SO(2) comme
cela est illustr«e par la Þgure 2. La dynamique du système est donc ind«ependante de lÕorientation
du repère de r«ef«erence choisi et donc invariante sous lÕaction du groupe SO(2) des rotations du
plan. En consid«erant les «equations dÕ«evolution et dÕobservation du modèle de lÕinclinomètre, les
transformation locales de groupe suivantes permettent de montrer que la mod«elisation est G-
invariante et G-«equivariante. Notons les repr«esentations dÕ«etat non lin«eaire d«ecrites sous forme
compacte telle queúx = f (x, u) et y = h(x, u) où x = ! et y = ( ya1 , ya3 )T . Ainsi,&g = ! 0 ! G :

$g(x) =
0
! + ! 0

1
, %g(u) = 0 , &g(y ) =

(
ya1 cos! 0 ) ya3 sin ! 0
ya3 cos! 0 + ya1 sin ! 0

)

qui sÕ«ecrit avec les nouvelles variables de la manière suivante :

&g(ya1 , ya3 ) =
(

ya1 cos! 0 ) ya3 sin ! 0
ya3 cos! 0 + ya1 sin ! 0

)
=

(
) sin(! + ! 0)
cos(! + ! 0)

)
= h

2
$g(x)

3
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3.1 Construction dÕune erreur de sortie invariante

Nous consid«erons donc les «equations (16) et (15),G-invariant et G-«equivariant. Le groupe de
transformation d«eÞnit auparavant est tel quedim(G) = dim(X ) = n = 1 ce qui permet dÕidentiÞer
et dÕassimilerG et X . Les actions seront «egalement de rang plein i.e., telles quedim(Im( $g)) =
dim(G) = 1. IdentiÞant G à S1 à partir du cas particulier où g= x" 1=

0
) !

1
, nous obtenons, via

les «equations de normalisation :
$x! 1 (x) =

0
! ) !

1
= 0 = e

où e est lÕ«el«ement neutre du groupeG muni de lÕaddition. Les r«esultats de lÕ«equation de groupe
permettent ensuite de d«eÞnir lÕensemble complet dem + p invariants fondamentaux à partir de la
param«etrisation g = x" 1 ! G. %x! 1 (u) fournira m invariant fondamentaux pour la dynamique du
système et &x! 1 (y), p invariant fondamentaux pour lÕobservation de celui-ci. Ainsi pour construire
une erreur de sortie invariante, nous ne consid«erons plus lÕerreur de sortie lin«eaire usuelle öy ) y =
h(öx, u) ) y qui ne pr«eserve pas la sym«etrie du système pour lÕestimation, mais une erreur de sortie
invariante construite autour de la transformation invariante de sortie &($0 ) (ya1 , ya3 ) et de la solution
de lÕ«equation de normalisation not«ee' (repère mobile) telle que :

' (x) = ) !

Une erreur de sortie invariante sÕ«ecrit donc :

E = &! ( ! 0 ) (öya1 , öya3 ) ) &! ( ! 0 ) (ya1 , ya3 )

=
(

cos! 0 ) sin ! 0
sin ! 0 cos! 0

) (
öya1

öya3

)
)

(
cos ! 0 ) sin ! 0
sin ! 0 cos! 0

) (
ya1

ya3

)
=

(
cos ö! sin ö!

) sin ö! cos ö!

) (
öya1 ) ya1

öya3 ) ya3

)

Ainsi, conform«ement aux sym«etries du système, lÕerreur de sortie invariante peut öetre interpr«et«ee
comme une erreur de sortie classique projet«ee dans un repère de Frenet (multiplication par une
matrice de rotation). A noter que ce r«esultat est le möeme que celui utilis«e pour d«ecoupler les
entr«ees/sorties dÕune erreur de suivi de trajectoire. En e!et, en consid«erant commeöP la position à
estimer et P la position r«eelle (cf. Figure 3), nous obtenons comme sortie les deux erreurs suivantes :

e& = ( öP ) P) á,T et e' = ( öP ) P) á ,N

avec :
,T =

(
cos!

) sin !

)
et ,N =

(
sin !
cos!

)

Nous retrouvons bien les möemes erreurs de sorties invariantes.

öP

P

e!

e"
!T

!N

Figure 3. Interpr«etation des erreurs invariantes entre la position r«eelle P et estim«ee öP

Ainsi lÕ«equation du Þltre invariant sÕ«ecrira :
úö! = 0 + øK

(
cos ö! sin ö!

) sin ö! cos ö!

) (
öya1 ) ya1

öya3 ) ya3

)
(17)

ou øK est une matrice 1# 2 de gains d«ependant ici uniquement de lÕerreur de sortie invarianteE
construite pr«ec«edemment.
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Comme tout modèle utilis«e par lÕalgorithme IUKF, celui-ci doit öetre exprim«e en temps discret,
soit à lÕaide dÕun sch«ema dÕint«egration num«erique de type Runge-Kutta ou bien à partir de lÕexpo-
nentielle matricielle des «equations du modèle dynamique. Nous choisissons la deuxième m«ethode
de calcul qui nous donne lÕexpression du modèle dynamique discret.

! k = ! k" 1 (18)

AÞn dÕobtenir un r«esultat le plus r«ealiste possible, nous supposons que les acc«el«eromètres dont
nous disposons pour la conception dÕun inclinomètre ont des performances limit«ees et pr«esentent
donc des imperfections. Nous repr«esentons donc les mesures fournies par les acc«el«eromètres comme
la somme dÕun signal d«eterministe et dÕun bruit blanc Gaussien de covarianceR v.

Par ailleurs, un bruit dÕ«etat de covarianceQu est introduit dans lÕ«equation dÕ«evolution aÞn dÕöetre
capable dÕestimer une variation «eventuelle de lÕangle. En e!et, si lÕ«equation dÕ«etat nÕ«etait pas bruit«ee
on trouverait un gain nul en r«egime permanent, ce qui ne permettrait plus au Þltre de d«etecter
une variation «eventuelle de lÕangle. Nous pouvons donc re-«ecrire les «equations de lÕinclinomètre de
faücon suivante :

,
---.

---/

! k = ! k" 1 + uk

4
ya1

k

ya3

k

5

=

4
) sin(! k )
cos(! k )

5

+

4
va1

k

va3
k

5 (19)

AÞn dÕöetre en mesure de comparer les algorithmes entre eux, nous devons obtenir le modèle
lin«earis«e de lÕ«equation de mesure à partir du d«eveloppement en s«erie de Taylor dehk(xk) =
() sin(! k ) cos(! k ))T au voisinage de öxk|k" 1. Ainsi, le calcul de la lin«earisation donne :

Hn =
2 (

(x
hT

k (x)
3T

|x=öxk | k ! 1

=
2

) cos(! k ) ) sin(! k )
3T

(20)

En ce qui concerne lÕIEKF, la lin«earisation ne se fait plus autour dÕun point dÕ«equilibre mais
autour de lÕ«el«ement neutre du groupe$x! 1 (x). Dans notre cas, lÕ«el«ement neutre du groupe est
«equivalent au point dÕ«equilibre de lÕ«equation dÕ«evolution car le modèle dÕ«evolution est lin«eaire.

" Mise en «evidence de lÕerreur de sortie invariante sur lÕIUKF : Les principes de lÕalgo-
rithme UKF reposent sur une utilisation implicite dÕune technique connue sous le nom de r«egression
lin«eaire statistique pond«er«ee (Weight Statistical Linear Regression, en anglais WSLR). Cette tech-
nique propage les sigmas points repr«esentatifs de la moyenneX (0) = öx et des bornesX (1) = öx ) - x
et X (2) = öx + - x où - x constitue lÕ«ecart-type de la distribution associ«ee àx. La propagation
de ces points permet dÕobtenir les sigma-points images (oua posteriori ) ' i . Dès lors, il est pos-
sible de calculer lÕerreur commise entre le sigma point pr«edit par lÕ«etat et lÕ«etat pr«edit par le
modèle dÕ«evolution dÕune part et dÕautre part lÕerreur commise entre le sigma point pr«edit par
la sortie et la sortie pr«edite par le modèle dÕobservation . Ainsi, la Þgure 4 fournit à chaque pas
de temps les erreurs calcul«ees respectivement par lÕUKF et lÕIUKF à partir des sigmas points
X (0) (croix en bleu) ,X (1) ,X (2) et de la première sortie de notre système (i.e.,ya1

k = ) sin (! k )). De
plus, sont repr«esent«ees di!«erentes dynamiques dÕerreur, pour deux angles particuliers! = 0 ou 80
degr«es à estimer. En e!et, deux cas nous int«eresse : soit nous disposons dÕun modèle de sortie
lin«eaire à ! = 0 degr«e, moyennant un bruit relativement faible, soit dÕun modèle de sortie forte-
ment non lin«eaire, à ! = 80 degr«es. La simulation sÕest donc faite avec un bruit Gaussien de matrice
de covarianceQu = 1e) 2 et R v = 0 .5 rad.
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Figure 4. Comparaison des gains UKF et IUKF

Ce faisant, nous pouvons observer sur la Þgure 4 que les algorithmes UKF et IUKF g«enèrent
des erreurs, fonction de lÕangle dÕattitude à estimer, ne convergeant pas de la möeme manière.
Les r«esultats permettent de mettre en «evidence les principes th«eoriques discut«es pr«ec«edemment
puisquÕil apparaöõt ici clairement que la convergence des erreurs calcul«ee par lÕIUKF est la möeme
quelque soit lÕangle dÕattitude estim«e alors que la convergence des erreurs calcul«ee par lÕUKF est
di!«erente suivant lÕangle estim«e par lÕalgorithme. De ce fait, les sigmas points de lÕIUKF convergent
syst«ematiquement comme si lÕon se trouvait constamment dans la partie lin«eaire du système dÕob-
servation, cÕest à dire pour! = 0. Ce r«esultat illustre les propri«et«es dÕinvariance de lÕIUKF puisque
son comportement vis-à-vis des erreurs dÕestimation est le möeme quelque soit lÕangle dÕattitude à
estimer. Pour chacune des trajectoires g«en«er«ees à partir des di!«erents angles dÕattitude, lÕerreur
de sortie classique est projet«ee dans un repère de Frenet, qui pr«eserve les sym«etries du système.
De ce r«esultat, il faut öetre certain que les performances de lÕIUKF restent identiques à celles de
lÕUKF sinon meilleures. Pour cela, nous allons analyser les performances de lÕIEKF, lÕIUKF, lÕEKF
et lÕUKF à partir de la borne de Cramer-Rao.

" Quelques remarques sur les gains de lÕIUKF : la Þgure 5 dessine les variations temporelles
de tous les gains de correction, de chaque variation dÕangle dÕattitude, pour lÕUKF et lÕIUKF.
Les di!«erentes «echelles en ordonn«ee sont identiques entre les deux cas ce qui facilite la lecture
des r«esultats. Une nouvelle fois, la relative constance des gains de Kalman caract«erisant lÕIUKF
apparaöõt comme remarquable. Elle est lÕillustration du cadre invariant introduit pour lÕestimation
de lÕ«etat du système. Les nombreuses et fr«equentes ßuctuations des gains de lÕUKF pour chacun
des angles sont annul«ees lorsque lÕon passe à la version invariante du Þltrage et le seul gain calcul«e
par lÕIUKF est le möeme que celui calcul«e par lÕUKF à! = 0 degrès.
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Figure 5. Interpr«etation des erreurs invariantes entre la position r«eelle P et estim«ee öP

3.2 Analyse des performances

Dans la pratique, il est très utile de pouvoir borner (inf«erieurement) la variance dÕun quelconque
estimateur. Les Bornes de Cramer-Rao (BCR) donnent lÕexpression de la variance minimale que
lÕon peut atteindre en estimant le paramètre! . Elles sont donc particulièrement int«eressantes et ce
pour plusieurs raisons :

" si un estimateur atteint les bornes, et ce quel que soit! , alors cÕest lÕestimateur MVU (Minimum
Variance Unbiaised). On sait quÕon ne pourra donc plus am«eliorer lÕestimation.

" ces bornes sont une r«ef«erence à laquelle on peut comparer tous les estimateurs. En particulier,
connaöõtre lÕ«eloignement par rapport aux BCR est instructif parce quÕon connaöõt alors la ÓmargeÓ
qui peut encore öetre gagn«ee. Supposons que lÕon possède un estimateur simple, dont la variance est
2 fois plus importante que les BCR. On peut alors se demander si le surcoöut calculatoire qui sera
peut öetre n«ecessaire pour construire un nouvel estimateur qui se rapprochera des BCR vaut la peine
ou non. Largement utilis«ee en estimation param«etrique, lÕin«egalit«e de Cramer-Rao est aussi d«eÞnie
pour les processus al«eatoires. Cette borne donne donc une indication sur les limites de performance
de lÕestimateur.

13
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LÕ«enonc«e de lÕin«egalit«e de Cramer-Rao est le suivant : soit un estimateur öxn|n dÕun vecteur
al«eatoire xn construit à partir dÕun processus observ«eyk, k ! { 0, á á á, n} . On suppose que la FDP
(Fonction de Densit«e de Probabilit«e)pxn (x) v«eriÞe la condition de r«egularit«e suivante :

lim
x(#

B (x)pxn (x) = 0 avec B (x) =
6 + #

"#
(öxn|n ) x)p(y0, y1, á á á, yn |xn = x)dy1 á á ádyn (21)

A noter que B (x) fait parti dÕune sous-classe de processus stochastique appel«e processus markovien.
Alors, quel que soit lÕestimateur non biais«e öx, la variance et la matrice de covariance de öxn|n v«eriÞe
lÕin«egalit«e suivante :

E
7
(öxn|n ) xn)(öxn|n ) xn)

#
8

* I " 1(xn), ou I (xn) = ) E
7 (

(x n

2 (
(x n

ln p(yn , xn)
3#8

(22)

Avec %
%xn

op«erateur d«eriv«e partiel par rapport à xn et I (n) est lÕinformation de Fisher dexn. La
s«equenceI (xn) sÕobtient à lÕaide de lÕexpression r«ecursive :

I (xn" 1) = D 22
n ) D 21

n (I (xn) + D 11
n )" 1D 12

n (23)

avec

,
------------.

------------/

D 11
n = ) E

7 (
(x n

2 (
(x n

ln p(xn" 1|xn)
3#8

D 12
n = ) E

7 (
(x n

2 (
(x n+1

ln p(xn" 1|xn)
3#8

= D 21#

n

D 22
n = ) E

7 (
(x n+1

2 (
(x n+1

ln p(xn" 1|xn)
3#8

) E
7 (

(x n+1

2 (
(x n+1

ln p(yn" 1|xn+1 )
3#8

I (x0) = ) E
7 (

(x 0

2 (
(x 0

ln p(x0)
3#8

La BCR sÕobtient à partir de la matrice dÕinformation de FisherI (xn) tel que BCR= I (xn)" 1. Une
des particularit«es de cette information est quÕun estimateur est dite"cace si et seulement si il
atteint la BCR quelque soit lÕ«etat à estimer. Cette borne est atteignable uniquement dans le cas ou
le système est lin«eaire. Dès lors, les principes th«eoriques de la première section vont nous öetre très
utiles. Ils ont permis de discuter de la dynamique de lÕerreur dÕestimation sur lÕ«etat invariante. Celle-
ci ob«eit dans certain cas à une «equation dÕerreur diteautonome et donc permet de ce ramener au
cas dÕun système au comportement lin«eaire sur lÕerreur dÕ«etat. Ainsi, dans (Bonnabel and Barrau,
2015) S.Bonnabel et A. Barrau ont d«emontr«e que pour un système param«etr«e par un groupe
SO(3), la borne de Cram«er-Rao coincide parfaitement avec la covariance retourn«e par lÕalgorithme
IEKF. Dans notre cas, lÕ«equation dÕ«evolution est lin«eaire. Ainsi, nous devons retrouver la möeme
covariance sur lÕ«etat, que lÕalgorithme soit invariant ou non. N«eanmoins, les r«esultats pr«ec«edents,
nous ont montr«e que lorsque le modèle dÕobservation «etait non-lin«eaire, le Þltre de Kalman invariant
permettait dÕobtenir gröace à lÕerreur de sortie invariante, un comportement dÕerreur de sortie
lin«eaire. Reprenons les «equations du modèle dÕ«evolution (16) et dÕobservation (15) et calculons
lÕinformation de Fisher à partir de lÕ«equation r«ecursive (23). On a :

,
--.

--/

p(xn+1 |xn) =
1

9
2.Q u

exp
: ) 1

2Qu

2
xn" 1 ) xn

32;

p(yn+1 |xn+1 ) =
1

-
2.R v

exp
: ) 1

2Ru

2
ya1

n+1 + sin( xn+1 )
32

+
2

ya3
n+1 ) cos(xn+1 )

32;
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On d«eduit de ces «equationsD 11
n , D 12

n , D 21
n et D 22

n :

,
--------.

--------/

D 11
n = ) E

7 (
(x n

2 (
(x n

ln p(xn" 1|xn)
3#8

=
1

Qu

D 12
n = ) E

7 (
(x n

2 (
(x n+1

ln p(xn" 1|xn)
3#8

=
) 1
Qu

= D 21#

n

D 22
n = ) E

7 (
(x n+1

2 (
(x n+1

ln p(xn" 1|xn)
3#8

) E
7 (

(x n+1

2 (
(x n+1

ln p(yn" 1|xn+1 )
3#8

=
1

Qu
+

1
Rv

LÕ«equation (23) sÕ«ecrit alors

I (xn+1 ) =
1

Rv
+

I (xn)
I (xn)Qu + 1

(24)

Sur la Þgure 6 sont repr«esent«ees les trajectoires de lÕ«ecart-type de lÕerreur dÕestimation de lÕ«etat
par les Þltres EKF,UKF,IEKF,IUKF ainsi que la borne de Cramer-Rao (BCR) à posteriori pour
une covariance de bruit de mesure «egale à 0.5 et une covariance de bruit de lÕ«etat «egale à 1e ) 2.
Comme pr«evu, lÕ«ecart-type de lÕerreur dÕestimation de lÕ«etat pour lÕEKF est la möeme que celle
calcul«ee par lÕIEKF. Il en est de möeme pour les algorithmes UKF et IUKF. Pour ces algorithmes,
lÕ«ecart-type de lÕerreur dÕestimation est comme attendu, sup«erieurà la BCR malgr«e que celui calcul«e
par lÕIUKF est très proche de la BCR. Ce r«esultat nous permet dÕen d«eduire que lÕalgorithme
IUKF, tout comme lÕalgorithme UKF, a dÕexcellentes performances qui ne sont en rien d«egrad«ees
par lÕinvariance introduite dans le Þltre UKF. AÞn de ne pas alourdir ce rapport, les r«eponses
temporelles de chaque Þltre nÕapparaissent pas.
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Figure 6. Ecart-type de lÕerreur dÕestimation de lÕ«etat par les Þltres et BCR
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4. Illustration de lÕIUKF pour le cas dÕun INS (Inertial Navigation System)

Nous allons maintenant utiliser lÕalgorithme IUKF pour r«esoudre la probl«ematique dÕestimation
propre à lÕINS. Pour ce faire, nous devons formuler un observateur invariant construit à partir des
«equations dÕ«evolution et dÕobservation de lÕINS. Dans ce problème, les mesures de vitesse et de
position d«elivr«ees par un GPS (Global Positioning System) et un baromètre viennent enrichir les
mesures disponibles, en plus de celles d«ejà fournies par les acc«el«eromètres et les magn«etomètres.
Gröace aux invariances galil«eennes, les «equations du modèle peuvent öetre exprim«ees indi!«eremment
dans le repère avion ou dans le repère terrestre. Les «equations du modèle de lÕINS (Condomines
et al., 2013) rappel«ees ci-contre correspondent à la description de la dynamique de lÕengin et des
mesures dans le repère terrestre avecq le quaternion de norme unit«e. La repr«esentation dÕ«etat
non lin«eaire correspondante au modèleM +

ins peut-öetre d«ecrite sous une forme compacte telle que
úx = f (x, u) et y = h(x, u) où x = ( qT V T X T +T

b as hb)T , u = ( +T
m aT

m )T et y = ( yT
V yT

X yh yT
B )T .

Pour rappel :

M +
ins

,
---------.

---------/

úq =
1
2

q . (+m ) +b)

úV = A +
1
as

q . am . q" 1
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En consid«erant les «equations du modèleM +
ins et le groupe de LieG = H1 # R11 agissant sur tout

lÕespace dÕ«etat associ«e à la description de la dynamique du système, les transformations locales de
groupe suivantes permettent de montrer que la mod«elisation INS estG-invariante et G-«equivariante.
Ainsi &g = ( qT

0 V T
0 X T

0 +T
0 a0 h0)T ! G :

$g(x) =

<

=
=
=
=
=
=
>
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?
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A

(25)
Ces transformations sont «equivalentes soità une rotation, soità une translation, soità la composi-

tion dÕune rotation et dÕune translation qui r«e-expriment les quantit«es vectoriellesx, u et y le repère
terrestre ou engin. La recherche des invariants du problème, par la m«ethode du repère mobile, viseà
d«eterminer le param«etrage du groupeG qui envoie le vecteur dÕ«etatx vers lÕ«el«ement neutre. Si nous
consid«erons le cas particulierg = x" 1 = (( q" 1)T ) V T ) X T ) (q. +b. q" 1)T a" 1

s ) hb+ < X, e 3 > )T ,
nous obtenons :
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4.1 Formulation de lÕobservateur invariant pour lÕINS

En suivant la m«ethodologie pr«esent«ee dans (Condomines et al., 2013), une structure possible
pour tout observateur invariant, peut öetre explicit«ee ici dans le cas de lÕINS comme il suit :
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ins

,
-----------------------------.

-----------------------------/
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où lÕexpression de lÕerreur de sortie invarianteE est donn«ee par :
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Dans les «equations du Þltre, nous retrouvons les composantes du repère invariant enbleu et
les di!«erents gains matriciels øK en vert. Les valeurs de ces matrices de gain peuvent öetre Þx«ees
arbitrairement pour imposer une dynamique souhait«ee à lÕestimateur. En e!et, dans le cas de la
synthèse dÕobservateurs invariants selon les principes de la m«ethode constructive, appliqu«ee ici
aux cas de lÕINS, il est possible de d«eriver un ensemble de relations analytiques qui permettent
de d«eduire directement, et donc analytiquement, des valeurs admissibles pour les gains. CÕest en
cela que lÕapproche issue de la litt«erature du domaine porte le qualiÞcatif de constructive. Il en
r«esulte imm«ediatement que la convergence des erreurs dÕestimation peut öetre assur«ee (au sens des
invariants du problème dÕestimation) et que, conjointement, la dynamique de lÕestimateur peut öetre
choisie librement. Pour pallier à la di#cult«e de r«egler les gains de correction manuellement et de
sÕa!ranchir de la lin«earisation de lÕerreur dÕestimation sur lÕ«etat invariant, nous allons appliquer le
Þltre IUKF. On en d«eduit lÕexpression analytique) (x, öx) telle que :
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4.2 Premiers r«esultats et analyse du RIUKF

Figure 7. Modèle de parafoil d«evelopp«e par la
NASA avec sa charge utile

Les donn«ees dÕentr«ee ayant servies de r«ef«erence pour
cette première «evaluation de lÕapproche de type RIUKF3

sur un INS correspondent à celles issues dÕune si-
mulation dÕun modèle dynamique d«ecrivant le mouve-
ment de chute libre dÕunparafoil (https ://ßightop-
portunities.nasa.gov/technologies/66/). Ces donn«ees si-
mul«ees, trait«ees sans bruit, ont permis de valider fa-
cilement les principes m«ethodologiques d«evelopp«es par
JP.Condomines, C. Seren et G.Hattenberger dans le cas
dÕun AHRS et de tirer les premières conclusions pour le
RIUKF appliqu«ee à un INS. LÕhorizon temporel de la
simulation de r«ef«erence s«electionn«ee pour valider lÕalgo-
rithme est dÕun peu plus de 100 secondes. La dynamique
simul«ee du système de parachute est relativement forte
comme lÕillustreront les Þgures retraücant les «evolutions
temporelles de lÕattitude, de la vitesse et de la position de r«ef«erence de lÕengin. En e!et, nous y
observerons des variations dÕangle de göõte, de cap et dÕassiette de plusieurs dizaines de degr«es ainsi
que des variations de vitesse de plusieurs dizaines de mètres par seconde. EnÞn, les r«esultats et
estimations obtenus en appliquant lÕalgorithme du RIUKF aux donn«ees sont syst«ematiquement
compar«es avec ceux fournis par un algorithme UKF standard.

" Estimation de lÕattitude : la Þgure 8 fournit respectivement les estim«es UKF et RIUKF des
angles dÕattitude de lÕengin, et les comparent dans les deux cas aux pseudo-mesures associ«ees qui
ont «et«e reconstruites à partir de la donn«ee des composantes du vecteur dÕ«etat servant de r«ef«erence
correspondantes au quaternion du système. Les angles estim«es collent quasi-parfaitement dans les
deux cas aux valeurs de r«ef«erence. Comme dans le cas de lÕAHRS (Attitude and Heading Reference
System) pr«esent«e dans, que cela soit pour lÕUKF ou le RIUKF, lÕattitude duparafoil selon les
trois axes est très correctement restitu«ee. Les trac«es des erreurs dÕestimation (selon une «echelle
logarithmique en ordonn«ee) montrent que lÕestimateur IUKF converge mieux et plus rapidement
vers les vraies valeurs des paramètres de vol. En e!et, les amplitudes de ces erreurs sont plus faibles
dans le cas du RIUKF. Par ailleurs, lÕanalyse compar«ee de ces graphes dÕerreurs tendà prouver que
les r«esidus dÕestimation sur lÕ«etat sont plus stables au cours du temps dans le cas du RIUKF, «etant
donn«e quÕil est possible dÕobserver une lente et l«egère d«ecroissance de ceux-ci dans le cas de lÕUKF.
Les estim«es d«elivr«es par lÕapproche RIUKF semblent donc öetre de meilleure qualit«e au regard de
ceux produits par un algorithme dÕestimation de type UKF standard.

" Estimation de lÕ«etat associ«e au quaternion :ayant observ«e une reconstitution quasi-parfaite des
angles dÕattitude, il apparaöõt normal de constater quÕil en va de möeme pour les composantes du
quaternion. Que ce soit pour lÕUKF ou le RIUKF, le quaternion estim«e est semblable en tout point
à la r«ef«erence. Le fait notable concerne ici les courbes à± 1 «ecart-type (th«eorique i.e. calcul«e par
lÕalgorithme) trac«ees en pointill«es noirs pour chaque composante de lÕ«etat associ«e au quaternion. Les
Þgures 10 et 11 illustrent très clairement des di!«erences entre lÕapproche de type UKF et RIUKF.
En e!et, pour un möeme r«eglage des matrices de covariance estim«ees pour les bruits dÕ«evolution et
de mesure (Q et R ), le niveau dÕincertitude d«etermin«e par lÕUKF apparaöõt très ßuctuant sur les
composantesq1 et q2 dans lÕintervalle [20; 30]. A lÕoppos«e, les «ecarts-types th«eoriques calcul«es par
lÕIUKF, après un r«egime transitoire de quelques secondes, convergent vers des valeurs constantes
autour de chaque «etat moyen (öq0, öq1, öq2, öq3|z), «etant donn«ees les observationsz. Du coup, les e!ets
li«es à la non-exactitude du modèle de lÕINS utilis«e se font ici ressentir dans les trac«es de ces «ecarts-

3. La multiplicationà droite du quaternion q par le quaternion q0 e!ectu«ee dans la section pr«ec«edente justiÞe le terme Right
IUKF dans la suite du document.
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