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Estimation non lineaire basee sur la theorie des observateurs invariants
(JP. Condomines; ENAC/DRONE ; email : jean-philippe.condomines@enac.fr )

1. Avant-propos

Le travail electue au cours de cette etude visea analyser une solution algorithmique dOestimation
non lineaire recemment developpee : IOIUKF (Invariant Unscented Kalman Filter). A IQinstar des
travaux menes il y a quelques annees autour de IOIEKFn(lariant Extended Kalman Filter ),
les gains de correction de cet estimateur, construits pour @tre invariant, peuvent @tre obtenus en
suivant les etapes de calcul propres au bltrage de type UKF (que celles-ci soient declinees dans
une forme factorisee ou non). Toutefois, IQintegrationa la theorie des observateurs invariants dOune
procedure de calcul des gains de correction qui suit un schema algorithmique emprunte au pbltrage
de Kalman dit unscented necessite un certain nombre de developpements methodologiques. Nous
commeni@ons donc notre etude par une recherche bibliographique. Elle presente succinctement les
developpements methodologiques permettant IOelaboration des algorithmes UKF et EKF sous une
forme invariante, sur la base de la theorie des observateurs invariants. Ces deux algorithmes sont
ensuite exploites sur dilerents probEmes et compares a leur forme standard.

2. Petit tour dOhorizon des probemes dOestimation des Pltres de Kalman invariants

2.1 Theorie des observateurs invariants

De nombreux travaux de recherche sur les observateurs invariants non lineaires ont ete menes
durant ces dix dernéres annees notamment par P. Rouchon, S. Bonnabel et E. Salaun Bonnabel
et al. (2008) (Bonnabel et al., 2009a) (Martin and Salaun, 2010) dont les resultats ont permis
dOelaborer une methode constructive utilisant conjointement la geometrie dilerentielle et la theorie
des groupes pour synthetiser des bltres non lineaires dedies aux probEmes dOestimation non lineaire
de IOetat dOun syseéme. La particularite de cette methode est de preserver les proprietes physiques et
de symetrie des syseémes. La conception de tels bltres requiert, au travers de dilerentes debnitions
de groupe, la recherche de transformations portant sur le modle dynamique du syséme abn de
formuler le probEme en des termes mathematiques appropries. Par la suite, la mise en place dOun
cadre geometrique necessitanta la fois la recherche dOun champ de vecteurs invariants et la debnition
dOune erreur invariante va permettre de Pnaliser IQelaboration de ce Pltre. Par ailleurs, abn de regler
la dynamique de celui-ci, il sera necessaire de determiner les gains via une linearisation de I0erreur
dOetat devenue non lineair@esormais, la linearisation ne se fera plus autour dOun point dOequiIibre
mais autour de IOelement neutre dOun groupe, ce qui permettra, comme nous le verrons, dOeIarglr le
domaine de convergence de |@estimation et dOavoir une forme simplibee de la dynamique de IQerreur
dOestimation sur I0etah travers les dilerentes dePnitions qui suivent, nous presentons ici le bl
conducteur des principaux travaux de recherche menes autour de la synthese de Pltres invariants.
Cette theorie sera appliquee pour le developpement de IOIEKF (Bonnabel et al., 2009b) (Bonnabel,
2007)(Barrau and Bonnabel, 2014) et de IOIUKF (Condomines et al., 2013) (Condomines et al.,
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2014) (Condomines et al., 2015) puis repris au travers de IQeIaboration dOun syséme nontiihe
sensor systemTout dOabord, considerons la representation dOetat non lineaire suivante debnit par :

Ci——f(x u), vy = h(x,u) D

dt
Dans I0equation 1, le vecteur dOetatresp. dOentrea)(resp. de sortiey) appartienta un ensemble
ouvert X I R" (resp.U ! RM)(resp. Y ! RP,p" n). Etant donne cette representation non lineaire,
nous commenigons par debnir une structure de groupe sur laquelle nous allons construire dilerentes
transformations dont les actions sur les ouverts precedemment debPnis vont laisser inchanger la
dynamique (du syséme).

Debpnition 1: Groupe de transformation : Soit G un groupe de Lie etT un ouvert de RY.

Une action sur T de)un groupe de transformation parametre paB, note (!g)q ¢ et dOapplication
identite !¢ (e, est IOelement neutre d&), et tel que (g,") ! G#T $%#y4(") ! T , est une carte
dilerentiable qui veribe :

D& !IT le(M)=";
D &(01,02) ! szlgz P (") = oo ()
Debnition 2: Identibcation du groupe de Lie et de IQouvert - Soit (!g)gt ¢ un groupe de

transformation de rang pleini.e., & ! G, dim(Im(!g)) = dim(G) = r. Sidim(G) = r = dim(T) =
qalors G et T peuvent étre identipes I0una IQautre de sorte que IOapplicdtiparametrisee surG
puisse sOassimilera une multiplication a droite oua gauche telle que :

&9,") ! (G#T), 1g(")="g "= Rg:(") ou !4(")=g"= Lg(")

A partir de la dePnition 2, il en resulte que (g)g ¢ est un dileomorphisme. Par ailleurs, nous
considererons uniquement dans la suite les actions de groupe de rang plein pour lesquelted ) =
dim(G) et dim(G) = dim(M). Dans ce cas h, la dePnition 2 signibe que nous pouvons identiber
le groupe G a IOouvertT .

Par analogie, en considerant la representation dOetat 1 al le vecteur dOetat (resp. dOentree)(resp.
de sortie) appartienta un ensemble ouvertX ! R" (resp. U ! R™)(resp. Y ! RP,p" n), nous
considerons le groupe de transformation debni par une multiplication &droite sur X #U #Y tel
que :

H:GH#H (XHUH#Y )% (XH#UHY)
(9,%,u,y) $%#g(x, u,y) = ($g(x), %y(u), &(y)) = (X, U,Y)

al ($4, %, &) sont trois dileomorphismes parametrises parg ! G ai le groupe de Lie G veribe
dim(G)=dim( X)=n. Les coordonnees des transformations ci-dessus doivent étre debnies telle que
leur action respective mais conjuguee sur les variables dOetat, dOentree et de sortie laisse 10entére
dynamique du syseéme inchangee, cOesta did = f (X,U) and Y = h(X,U) tel que :

Debnition 3: SysEme G-invariant et sortie equivariante : La dynamique du syseéme sera
dite G-invariante si (($g,%)g ¢, &g,x,u)! G# (X#U) :

f ($4(x), %y(u)) = D$4(x) af (x,u)

ai D$4(x) designe |Oapplication derivee & en x. De plus, sa sortie sera diteG-equivariante si
((Bg)gc G# Yy $%y, &g, x,u)! G# (X#U):

h($¢(x), %y(u)) = &(h(x, u)).
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La derniére debnition signiPe que les equations dOevolution et dDobservation restent explicitement
identiques a la suite de IOapplication des trois transformations. Base sur la methode du repere
mobile de Cartan, un ensemble complet d@-invariant(s) dans G peut @étre construit en considerant
seulement I0action de group%.

Debnition 4: Equation de normalisation : Pour deux points quelconquex,c ! T , il existe

g tel quelq(x) = Lg(X) = gx= coulyg(x) = Rg:(x) = xg' ! = c. Ainsi IOexistence dOun repére
mobile note par la suite' en tout point x ! T est garantie. En particulier, en choisissantc = e,
nous en deduisons quée(x) = x 1. Cette procedure est appeleenormalisation - .

Debnition 5: Un bltre invariant sOecrit :

In
B=10,u+  Ki(®® u),E) aw(8) )
i=1

al le gain matriciel K; depend de la trajectoire du syséme seI#ement au travers de IOensemble com-
plet dOinvariant connul (8,u) = % 1(u). w;(¥) := DS (x)(®) a(/( Xj est un vecteur invariant

qw projette I0ensemble des termes de correction invariants sur chaque composante de IOequation
dOevolutiorf (8,u), cOesta-dire IOespace tangerff( x; est le @me champ de vecteur de la base
canonique deR".

Les proprietes de convergence de IOequation 2 dependent des déinet de la faion dont IOer-
reur dOestimation sur |Qetat est debnie. En elet, au lieu de considerer une erreur dOestimation
dOetat lineaire classiquement notée) x, la theorie des observateurs invariants debnit une erreur
dOestimation invariante sur I[Oetat du syseéme not@éx,®) = x 1%.

Debnition 6: La convergence asymptotique dé vers x est equivalente a la stabilite de la dyna-
migue de |Oerreur dOetat invariante qui est regie par |Oequation tiés generale suivante :

xa="( )1 (8,u)) (3)
al " est une fonction lisse (de classeC” ). Ainsi, il apparadt que ) depend de la trajectoire du
syséme seulement au travers des invariants connuk(®, u).

Cette methode de construction est systematique pour le design des (pre)-observateurs appeles
aussi observateurs candidats dont les termes de correction preservent les symetries du syseéme
originel. Neanmoins, les hypothéses necessaires qui ont ete formulees quanta la regularite et aux
proprietes de I0action de groupe sur I0etat, cOest a dilen($4) = dim(G), restent un verrou a
lever abn que IOapproche devienne compEtement systematique.

2.2 Quelques remarques sur IQerreur dOestimation

Les proprietes dOinvariance dOun estimateur dOetat, que 1Oon souhaite voir preserver les symetries
intrinsdques au syséme, reposent essentiellement sur la notion dOerreur dOestimation sur 10etat
invariante et sur sa dynamique propre. En elet, il est possible de montrer que cette derniére
depend uniquement de I0erreur dOestimation sur I0etat invariante elle-méme et de IOensemble complet
dOinvariants fondamentaux du syséme debni par(®,u) = % (8)(u) = % :(u).Cette dynamique
depend des trajectoires estimees par le syseme uniqguement au travers de la non-linearitell
sOagit B dOune grande dilerence par rapporta la plupart des algorithmes dOestimation non lineaires
conventionnels tels que IOEKF ou IDUKF pour lesquels la dynamique de IOerreur dOestimation depend
directement de la trajectoire suivie par IOengin. Ceci etend donc le domaine de convergence des
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observateurs invariants et en fait des estimateurs plus robustes.

Ainsi, pour un syseéme dynamique qui suit une trajectoire de reference quasi-permanente, i.e.
tels que les invariants fondamentauxl (¥, u) ne dependent pas du temps] (®,u) = c, il peut étre
demontre que les matrices de gaif® convergent vers des valeurs bxes pour toutes trajectoires
x" telles quel (x',u) = c. Par la suite, il peut @tre demontre que, pour certain syséme comme
le syseme de IOAHRS (Attitude and Heading Reference System) (Martin and Salaun, 2010), et
sous certaines conditions de decouplage de IQestimation des composantes du vecteur delat
dynamique de IQerreur dOestimation sur [Oetat invarialtex, ¥) obeit & une equation dite auto-
nome cOest-a-dire de la forme ) @"( ),c). Un tel bltre sera caracterise par un large domaine de
convergence pour dilerents reglages des valeurs des gains.

Pour pallier a la di#culte de regler les gains de correction manuellement, |Oetat de IQart du do-
maine rapporte quOun algorithme de type EKF, generalise, a ete developpe pour obtenir ces derniers.
Celui-ci repose sur une linearisation de la dynamique de I0erreur dOestimation sur [Oetat invariante
qui permet dOidentiber des matrices dOevolutioa (9) et dOobservation C(P) dependantes des
invariants du probeme dOestimation. Par la suite, les equations du bltrage Kalman etendu peuvent
étre appliquees au syseme des erreurs invariantes linearisees de sorte que la resolution de |Oequation
de Riccati soit menee avec le coupleX (9), C(9). La demarche suivie dans IOIEKF revienta formu-
ler mathematiquement un EKF classique mais pour une erreur dOestimation sur IOetat invariante.
LOIEKF fournit une approximation, au 2 ordre, de 10erreur dOestimation sur I0etat invariante.
Malgre ses nombreux avantages, cette technique peut étre relativement complexe a exploiter du
fait de la linearisation quQelle necessite pour identiPer les matricagP) et C (9. Abn de sOalran-
chir de ce point di#cile, des recherches ont conduit au developpement dOune methode dilerente
pour IQestimation de I0etat des sysémes dynamiques dans un cadre non lineaire. Tout comme pour
IOIEKF, IOIUKF (hvariant UnscentedK alman Filter ) a cherchea conferera IQestimateur les mémes
proprietes dOinvariance que celles qui peuvent caracteriser le syseme observe. Ces deux methodes
sont presentees dans les sections suivantes.

2.3 Le bltrage de Kalman Etendu invariant : IOIEKF

La demarche mise en place par S. Bonnabel et P. Rouchon dans le developpement de IOIEKF (en
anglais Invariant Extented Kalman Filter ) consistea retrouver une formulation de IOEKF classique
en integrant la theorie des observateurs invariants, cOesta-dire retrouver les matrices linearisees de
la dynamique de IQerreur dOestimation sur IQetat invariante associee au sys€éme considere. La notion
de covariance qui constitue 1Qinconnue de IOequation de Riccati a resoudre se trouve redebnie et
correspond desormaisa une matrice de covariance pour les erreurs invariantes. Pour memoire, nous
rappelons ci-apms les equations de IOEKFtantard - dans le cas dOune dynamique continue :

H=f(B,u)+ K(t)(Ym) h(d,u)) (4)
K(t)= P(t)CT(t)(NN T)" 1 (5)
B(t) = AP+ P(AT()) PECTEO(NNT) ICHP(t)+ MM T (6)

Le calcul des gains de correction pour IQestimateur invariant & partir des principes de IOEKF
debute tout dOabord par une linearisation, au second ordre, de IQerreur dOestimation sur 1Qetat
invariante, ) (x,0) = $x (X)) $x :(x), pour identiPer les matricesA, C, N et M. La donnee de
celle-ci permet ensuite dOobtenir la matrice des gainé, par les equations (4) a (6), et donc de
connadtre la dynamique de IQerreur lineariseg ${ A ) KC )$ 1. Cela permet doncin Pne dOecrire
les equations de IOIEKF de la manire suivante :
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repere invariant

, au pomﬁ 13$ w(®) @ d;nkl ,
®=f(0,u)+ DLx& (1) &(& :1(2)) & :(h(®,u))) @)
K(t)= P()CT(t)Y(NN T)"* (8)
Bi(t) = A(P(t)+ P(HAT(t)) PH)CT(H)(NNT) ICH)P(t)+ MM T 9)

Dans |Oequation (7)DL 3 signibpe que IOinvariance est consideree a gauche sur le groupe de Lie
G mais nous pourrions tout aussi bien considerer une invariance a droitddRg. A noter que
IOelaboration dOobservateurs invariants sur un groupe de Lie fait ici IOhypothése que IQaction du
groupe est libre! sur IQespace dOetat, et que celle-ci a la méme dimension Xjuél nOy a donc
quOune seule orbite et IOaction de groupe est dite transitive : les observateurs invariants developpes
pour les problematiques AHRS et INS obeissenta cette hypothése.

Considerons connue une erreur dOestimation sur IQetat invarianteeribant : )Ji= Dgy()) o) Dguy
est un champ de vecteur. Puisques constitue une variete dilerentiable, il est possible dOidentiber
un morceau de IQalggbre de Lie d& a un voisinage U centre sur [Oelement neutre du groupe
gréce a |Oapplication exponentielle. Ainsi, une erreuy petite, proche dee, peut étre assimilee a
un element de IQalggbre de Lie, note dans le sens al il est possible dOecrife = exp(*';) Al
*1 R est tel que* << 1. JusquOaux termes dOordre 2 tmous avons donc IOequation de IOerreur
dOestimation sur |Oetat invariant)et linearisee dans IOespace tangeneaqui sOecrit :

Gozp f(e@]) e P)(/"(eﬂ) (Ki p gy("
i-n (E

(0 0) ( e,0" w; (10)

al [ , ] designe le crochet de Lie. Les matrice#\ (t) et C(t) peuvent étre identibees gréce a
IOequation (10) de la manire suivante :

AO: "$°/ "f(eP)) Fb(/"( 0"
cd= —(eg M—M(e) N—N(e).

(11)

Il a ete montre [TODO publi] que IOapproximation en serie de Taylor auflordre de IOequation (10),
re-ecrite sous la formeti= Dgut (", €), est representative du comportement global de la dynamique
de 10erreur dOestimation sur IQetat invariante. Ce resultat a amene IOenonce du theo®me qui suit :

Theorem 1: Considerons I0erreur dOestimation sur IQetat invariajte debnie pour une dyna-
mique invariante a droite ou a gauche, |Oexposan(i) designant indileremment L ou R. Soit
"b 1 RIMO) tel que)l = exy("o). Si | est dePni pourt > O par une equation dilerentielle
lineaire de la forme :

Qo= Al AL= Dgly(e)

alors nous avons :
&* 0, )y = exp("{) (12)

Le theoeme 1 est demontre integralement dans (Barrau and Bonnabel, 2014). Il est extrémement
important car il garantit que IOetape de prediction electuee par nOimporte quel Pltre de Kalman
exploitant une erreur dOetat invariant&, et donc implicitement une carte exponentielle de IOespace
geometrique, sera menee de fadon a respecter IQevolution vraie en terme de covariance de |Oerreur
sur I0etat estime.

1. hypothése de rang plein.
2. On peut ecrire " = x' 1 pour une dynamique invariancea gauche ou " = &x' ! pour une dynamique invariancea droite.
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2.4 Le bltrage de Kalman Uscented invariant : IOIUKF

Lorsque la dynamique du syseéme observe presente des proprietes dOinvariance par symetries,
les equations de base du SRUKF ne permettent pas de synthetiser un estimateur de 10etat du
syseme disposant de proprietes analogues. Pourtant, du point de vue de la convergence, il peut
étre tes interessant de chercher a conferer a tout blire estimateur candidat les proprietes dOinva-
riance du syseme, a IOinstar de ce qui est fait pour les observateurs invariants et IOIEKF. Ainsi,
JP. Condomines, C. Seren et G. Hattenberger ont modipe 10algorithme SRUKF abn que cela soit
le cas egalement. A partir des principes mis en luvre et des multiples etapes de calcul qui fondent
|Oalgorithme du SRUKF (Van der Merwe, 2004)(Wan and Van der Merwe, 2000)(Wan and Van der
Merwe, 2001), une reecriture naturelle des equations, visanta adapter la methode a un cadre inva-
riant pour IQestimation, peut étre obtenue simplement en redebnissant les termes dQerreur utilises
dans la version standard presentee au cours de la section precedente. En elet, les termes dOerreur
lineaires®) x et z) ¥, classiqguement rencontres en bltrage de Kalman, ne preservent en rien les
symetries et les invariances du syseéme. Ainsi, nous considererons les erreurs dOetat et de sortie
invariantes suivantes .

B) x Po )(X,8) = $;x)(X)) $i(x)(®) (13)
z) 9 Yo E2z,8,9)= &x(P)) &) (2)

Dans |Oequation (13)x designe I0etatvrai - du syséme. ¥ correspond a IOestime de cet etat.
Les notations ¥ et z indiquent respectivement la sortie estimee et le vecteur des mesures bruitees.

Remarque : on peut veriber aisement que ces erreurs sont invariantes. En elegg! G on a:

) ($g(x),3g(B) = Sy (s, ($9(X)) ) B1 (1, (x)) ($9(R))
= S #,009(X) ) 1 (#,(x))g(®) par debnition de la loi de composition surG
;$(| (x)(;()) $1 ) (B) car” ($4(x))g =" (x)
X, R I

et:

E(&(2), $¢(R), &(¥)) = & @#,) (&(9)) ) & #, 1) (&g(2)) = & (#,(0))9(P) ) & (#,(%))0(2)
= &) (9)) $(x(2)
E(z, %, %) !

Dans le cas ai IOaction de groupe est de rang plein et transitive (i.e. telle qden(G) = dim(X) =
n), nous avons vu queG peut étre identibe a I0espace dOe¥at= R" de sorte que la transformation
locale $4 puisse étre assimilee a une multiplication a gauche telle qu&gy(x) = g ax. La resolution
des equations de normalisation telle qu&y(x) = gax = e, ai e designe |IOelement neutre du groupe
G, conduit au repére mobile solution suivant :' (x) = x 1. Dans ce cas, les erreurs de IOequation
(13) deviennent : * )

) (X, 8) = $x:1(x)) $x1(B) =€) x L&k (14)

E(z,%,9) = & :(9)) & 1(2)

Deés lors, la notion de matrice de covariance des erreurs dOestimation, dont le calcul dans
|Oalgorithme du SRUKF peut étre approche a partir de la donnee des 12+ 1) sigma points

X (k'|>k, i ! [1;(2n+1)], construits & chaque pas de tempsk ! Z% se trouve desormais modibee
pour étre associee aux erreurs debnies par IOequation (14). Nous parlerons alors de matrice
de covariance des erreurs dOestimation invariantes. LOetape de decomposition de la matrice de
covariance associee a I0erreur dOestimation sur 10etat fait donc apparaidtre un ensembla ael)2
erreurs invariantes calculees entre chaque sigma point et IQetat predit. La notion de covariance
porte donc desormais sur [Oerreur dOetat invariante et non plus sur un terme dOerreur lineaire. |I

sOagit de la principale nuance introduite avec le bltrage de Kalmamnscented classique. Hormis
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cette modibcation majeure, |IOetape de prediction nOest que peu modibee par rapporta sa version
originale. Pour ce qui est de |Qetape de correction, nous voyons que les modibcations apportees
a la version standard du SRUKF sont plus nombreuses. En elet, la redepPnition de la notion de

matrice de covariance, associant celle-cia des erreurs dOestimation desormais invariantes, modibe :

I le calcul de la covariance predite relative a la sortiey tel que :
Py etk + EMiet ko X ka1 ko Pt k)

" et le calcul de la covariance croisee predite entre les erreurs dOestimation portant sur |[Oetat
et la sortie y tel que : )
Py itk + ) K ke jio Bier i)y Eieat 1o X ket ko Pt k)

Il sOen suit naturellement que le gain de correction calcule pour IQestimation de IOetat par une
technique de type UKF dependra, par transitivite, dOinvariants fondamentaux pour le syséme
considere ¥%: : (u)) et dOerreurs de sortie invariantesg(¥, x, §).

Le cadre invariant debnit pour le syseéme considere entraine egalement une reecriture des
equations de correction de IQetat predit. En elet, il appara@t que le terme de correction additif
repose dorenavant sur * un gain qui depend des invariants du probeme dOestimationi’; et une
innovation invariante. De plus, ce terme correctif se retrouve projete dans le repere invariant, de
sorte que, la correction de IQetat predit soit realisee, composante par composante, i.e. selon les
directions desn vecteurs de la base canonique dB" formee par le champ de vecteurs invariants
B(iék:,“k) = {+i(Bk+1k)}ir [1;n]- Ce travail dOadaptation de la version standard du SRUKF consti-
tue |IOapproche la plus naturelle pour deriver un estimateur invariant dont les termes de correction :

# sont calcules selon un schema de type UKF, adapte au cadre invariant du probEéme dOestima-
tion pose, qui echantillonne 10espace dOetata partir dOune technique SWHIES Uunscented
Transform) classique, identiquea celle communement exploitee pour le bltrage de Kalman par
Sigma Paints;;

# respectent les symetries propres au syséme du fait quQils sont construits a partir dOune inno-
vation invariante et de gains dependant des invariants fondamentaux et de |Qerreur de sortie
invariante.

Il est & noter au passage que IQalgorithme presente precedemment repose sur un parametrage
multiple du groupe de transformations en depbnissant successivement chaque inverse de sigma point
comme paramétrea considerer pour IQapplication composity = ( $g. %, &). Ceci revienta debnir

un ensemble de (8 + 1) reperes mobiles, de dimensionn, dans IOespace dOetat qui envoient chaque
sigma point vers IOelement neutre par [Oapplication localeby qui, pour rappel, sOapparente a une
action transitive de rang plein telle que$4(x) = gax (cf. bgure 1). LOIUKF est generique en ce sens
quil ne se preoccupe ni de la forme des equations du modele dOobservation, ni de celle associee aux
relations debnissant la transformation de groupesy.

1(X @)

X 4)

Figure 1. Reseau des(2n + 1) reperes invariants associes aux sigma points

L(X @)
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Algorithme IUKF pour IOestimation dOetat avec bruits additifs

Description du procede Xi+1 = f (X, Uk) + Wi
Modelisation des capteurs yx = h(xg, ux) + v

Calcul des ponderationsw3’, W, j I [0;2n] (cf. Scaled UKF)

Initialisations ®g = E[xg] et

. : 2
Calcul des (21 + 1) sigma points : X (kl)k = By, X (kl)k e, X (k“?)

Etape de prediction :

2N .
1 &t [o:2n], XU = (x W uy), iok+1|k_‘ w i x 0

k+1 |k klk? (m) 7t k+1 |k
" Predlctlon de Ia covariance des erreurs dOestlmatlon invariantes sur 10etat :
(i)
) TQH W(c)
pxx k+llk = 0
1 Q+ W(C)
i=0
(1) _ (i) 9 (i) w(i)
$&! [0;2n], Byiy = X o Uk) » - Prra ik = o W m) Phr1 |k
% Prediction de Ia covariance des erreurs dOestimation invariantes sur la sortie :
- (i)
) "R+ | W(C)
pyy,k+1|k =
PR+ WO
i=0 ©
& Prediction de la covariance croisee des erreurs dOestimation invariantes :
- 0
B _ " izo (©)
xy ,k+1 |k _ 2 0
1 W(C)

i=0
Etape de correction/pbltrage :
I Calcul des gains K1 = Pyy a1k élﬁ;yl 41|k
" Calcul du nouvel etat estime :

Bi+1 k+1 = Bk +

$ Mise a jour de la covarianceP,y :
Brx ko1 fkrt = P ket k) Kot Pz pers K fag
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3. Exemple dOapplication de IOIUKF et de IOIEKF motivant nos recherche

Dans le prolongement des developpements methodologiques
de IOIEKF et de IOIUKF presente a la section precedente, nous
allons nous interesser ici aux performances de ces deux algo-
rithmes sur un syséme appele inclinométre ou en anglais tilt
sensor system. Ce syseéme comme son nom IQindique, permet
de mesurer IQinclinaison de tout objet disposant dOun capteur
mesurant IQacceleration de celui-ci. DOautre syseéme, plus com-
plexe, comme un AHRS (Attitude and Heading Reference Sys-
tem), serait en mesure de realiser la méme operation mais ne
nous permettrait pas de mettre en exergue les dilerentes pro-
prietes intrins2ques de IOIUKF. Par ailleurs, le modtle dOobser-
vation de IOinclinométre merite que IOon sOy attache puisquOil
est communement utilise dans de nombreux domaines : com-
munication, radars, optometrie, etc.. Enbn, cet exemple nous _ , L

~ . . . N . Figure 2. La dynamique de IQinclinomeétre
permettra dOetudier la non linearite du modele uniquement Sur oo i ariante sous IGaction du groupe
IOequation dOobservation. Comme nous le verrons par la suitgp(2)
IOerreur de sortie usuelle (i.e. lineaire), calculee a partir de cette
equation ne preserve pas la geometrie du syseéme. Le concept dOerreur de sortie invariante est une
idee cle dans la construction de tout Pltre invariant. Nous mettrons donc en avant cette propriete
en comparant IOUKF et IOIUKF. Ainsi, pour estimer IOangle dOattitude dOun objet, il nous sera
necessaire de disposer de trois accelerométres donnant une mesure de IQacceleration specibque de
IOobjet noteea, = (ar, ay, a3). Nous considerons ici plus particulerement IQestimation de IOangle
I, qui decrit la rotation de IQobjet dans le plan vertical comme le montre la bgure 2. Le modle
dOobservation non lineaire de I0inclinométre, calcule a IQaide de la matrice de passage DCM, sOecrit
de la mankre suivante : )

R

o >

A ce stade, il est necessaire de formuler une hypothése sur [Oangle dQattitude de 1Qengin abn
dOobtenir 10equation dOevolution du syseéme. Nous supposons que IOangle ne change pas durant
la periode de mesure ou autrement dit que la dynamique de IOangle est constante. LOequation
dOevolution sOecrit donc :

=0 (16)

Nous pouvons voir que IQespace dOefat= S! coéncide topologiquement avec SO(2) comme
cela est illustre par la Pgure 2. La dynamique du syséme est donc independante de IQorientation
du repere de reference choisi et donc invariante sous IQaction du groupe SO(2) des rotations du
plan. En considerant les equations dOevolution et dOobservation du moctle de IQinclinométre, les
transformation locales de groupe suivantes permettent de montrer que la modelisation est G-
invariante et G-equivariante. Notons les representations dOetat non lineaire decrites sous forme
compacte telle quexi= f (x,u) ety = h(x,u) @i x = ! ety =(VYa,,Ya,)". Ainsi,&g= 19! G:

( .
0 1 I |
- )+ _ _  Ya COS! 0) Ya,Sinlg
$g(x)= 1+ 1o, Y%u)=0, &y) Vo coslo + v sinlg

qui sOecrit avec les nouvelles variables de la mangére suivante :

( ) () ) 2 3
_ Ya COSlo) Ya;Sinlo _ ) sin(! +1o)" _
8y(Vas Yao) = Ya, COSlo+ ya sinlg ~  cos( +!g) h $4(x)

9
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3.1 Construction dOune erreur de sortie invariante

Nous considerons donc les equations (16) et (15%-invariant et G-equivariant. Le groupe de
transformation dePnit auparavant est tel quedim(G) = dim(X) = n = 1 ce qui permet dOidentiber
et dOassimileG et X. Les actions seront egalement de rang plein .6y, telles quiim (Im($g)) =
dim(G) = 1. Identipant G a S'a partir du cas particulier ai g=x 1= ) ! , nous obtenons, via
les equations de normalisation : 0 1

$:(x)= 1) ! =0=e

al e est [Oelement neutre du group®& muni de IQaddition. Les resultats de IOequation de groupe
permettent ensuite de debnir IOensemble complet de+ p invariants fondamentaux a partir de la
parametrisation g= x 1! G. % :(u) fournira m invariant fondamentaux pour la dynamique du
syséme et & :(y), p invariant fondamentaux pour [Oobservation de celui-ci. Ainsi pour construire
une erreur de sortie invariante, nous ne considerons plus IQerreur de sortie lineaire usugleyo=
h(&,u)) y qui ne preserve pas la symetrie du syseéme pour IQestimation, mais une erreur de sortie
invariante construite autour de la transformation invariante de sortie &s,)(Ya, , Ya,) €t de la solution

de I0equation de normalisation not€e (repere mobile) telle que :

x)=)!
Une erreur de sortie invariante sOecrit donc :

E:&!!O (931’%3)) &!‘o (yavyaz

e SEDIGNS| ) s )
coslp ) sinly ¥, ) coslp ) sinly " ya, _ cosO sinf ¥, ) VYa,
sinly coslo Y, sintlg coslo  Ya, ) sin® cosP W) Va

)

Ainsi, conformement aux symetries du syseme, IOerreur de sortie invariante peut @tre interpretee
comme une erreur de sortie classique projetee dans un repere de Frenet (multiplication par une
matrice de rotation). A noter que ce resultat est le méme que celui utilise pour decoupler les
entrees/sorties dOune erreur de suivi de trajectoire. En elet, en considerant comr#la position a
estimer etP la position reelle (cf. Figure 3), nous obtenons comme sortie les deux erreurs suivantes :

ee=(P) P)4T et e =(P) P)aN

avec : ( cos! ) _ ( sin!)

T= ; et N=
) sin! cos!

Nous retrouvons bien les mémes erreurs de sorties invariantes.

Figure 3. Interpretation des erreurs invariantes entre la position reelle P et estimee B

Ainsi IOequation du pltre invariant sQecrira : o
8 0+ 10 cosP sinP " ¥ ) ya,
' ) sin® cosO  ¥hu,) VYa,

)
(17)

ou @ est une matrice 1# 2 de gains dependant ici uniqguement de IOerreur de sortie invarianke
construite precedemment.

10
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Comme tout mocele utilise par IOalgorithme IUKF, celui-ci doit étre exprime en temps discret,
soita IOaide dOun schema dOintegration numerique de type Runge-Kutta ou biena partir de I0expo-
nentielle matricielle des equations du mocele dynamique. Nous choisissons la deuxiéme methode
de calcul qui nous donne 10expression du modle dynamique discret.

I = Ten g (18)

Apn dOobtenir un resultat le plus realiste possible, nous supposons que les accelerométres dont
nous disposons pour la conception dOun inclinométre ont des performances limitees et presentent
donc des imperfections. Nous representons donc les mesures fournies par les accelerométres comme
la somme dOun signal deterministe et dOun bruit blanc Gaussien de covariaRge

Par ailleurs, un bruit dOetat de covarianc®, est introduit dans IOequation dOevolution abn dOétre
capable dOestimer une variation eventuelle de I0angle. En elet, si IOequation dOetat nOetait pas bruitee
on trouverait un gain nul en regime permanent, ce qui ne permettrait plus au pbltre de detecter
une variation eventuelle de IOangle. Nous pouvons donc re-ecrire les equations de IQinclinométre de
faion suivante :

Pe= Ty 1+ Uk

4 5 4 5 4 5 (19)
v _ ) sint) L v

Ve cos( k) vas

~11

Abn dOétre en mesure de comparer les algorithmes entre eux, nous devons obtenir le modle
linearise de IOequation de mesure a partir du developpement en serie de Taylor lgxy) =
() sin('x) cos(y))T au voisinage dex@+ 1. Ainsi, le calcul de la linearisation donne :

2 ( 3; 2 3;
Hn = (Thl(x) = ) cos(k) ) sin('«) (20)

[X=8k k1 1

En ce qui concerne IOIEKF, la linearisation ne se fait plus autour dOun point dOequilibre mais
autour de I0Oelement neutre du group8,: :(x). Dans notre cas, |I0€lement neutre du groupe est
quivalent au point dOequilibre de IOequation dOevolution car le modéle dOevolution est lineaire.

Mise en evidence de IQerreur de sortie invariante sur IOIUKF : Les principes de 10algo-
rithme UKF reposent sur une utilisation implicite dOune technique connue sous le nom de regression
lineaire statistique ponderee (Weight Statistical Linear Regression, en anglais WSLR). Cette tech-
nique propage les sigmas points representatifs de la moyene©® = % et des bornesX M) = ®) -,

et X@ = %+ -, a1 - constitue IOecart-type de la distribution associee a. La propagation

de ces points permet dOobtenir les sigma-points images (auposteriori) ' . Dés lors, il est pos-
sible de calculer IOerreur commise entre le sigma point predit par |Qetat et |Oetat predit par le
mocele dOevolution dOune part et dOautre part |IQerreur commise entre le sigma point predit par
la sortie et la sortie predite par le modle dOobservation . Ainsi, la bgure 4 fournita chaque pas
de temps les erreurs calculees respectivement par IOUKF et IOIUKF a partir des sigmas points
X @ (croix en bleu) X M X @ et de la premére sortie de notre syséme (i.e.y® =) sin('x)). De
plus, sont representees dilerentes dynamiques dOerreur, pour deux angles particuliers 0 ou 80
degres a estimer. En elet, deux cas nous interesse : soit nous disposons dOun modle de sortie
lineaire a ! = 0 degre, moyennant un bruit relativement faible, soit dOun modtle de sortie forte-
ment non lineaire,a! = 80 degres. La simulation sOest donc faite avec un bruit Gaussien de matrice
de covarianceQ, =1e) 2 etR, =0.5 rad.

11
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Comparatif UKF vs IUKF des erreurs entre les sigmas points (Ym1=sin(!))
T T T

T T T
0.5} .
[IUKF ]:= ! =80j
0.4} N -
+
0.3} / + .
+ + +
N
UKF]:=! =0j +
-g_ 0.2 [ ] : + .
>
v +
A O1F .
= + +
- +
= ++ ++ +
ho] O - + W + -
;‘-:_ ? ij
g o1l [UKF]:= ! =80j i
v +
11
- -
g 02+ +++ 4
n + +
-0.3}F + .
0.4+ .
_0.5 - -
1 1 1 1 1 1
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

Exm:= <mxSIGPTSprd(;,k)> - <xprd>

Figure 4. Comparaison des gains UKF et IUKF

Ce faisant, nous pouvons observer sur la bgure 4 que les algorithmes UKF et IUKF gerérent
des erreurs, fonction de I0angle dOattitude a estimer, ne convergeant pas de la méme mangre.
Les resultats permettent de mettre en e@vidence les principes theoriques discutes precedemment
puisquOil apparadt ici clairement que la convergence des erreurs calculee par IOIUKF est la méme
quelque soit IOangle dOattitude estime alors que la convergence des erreurs calculee par IDUKF est
dilerente suivant IOangle estime par IOalgorithme. De ce fait, les sigmas points de IOIUKF convergent
systematiquement comme si IOon se trouvait constamment dans la partie lineaire du syseéme dOob-
servation, cOesta dire pout = 0. Ce resultat illustre les proprietes dOinvariance de IOIUKF puisque
son comportement vis-a-vis des erreurs dOestimation est le méme quelque soit IOangle dQattitude a
estimer. Pour chacune des trajectoires generees a partir des dilerents angles dQattitude, 1Qerreur
de sortie classique est projetee dans un repere de Frenet, qui preserve les symetries du syseme.
De ce resultat, il faut @tre certain que les performances de IOIUKF restent identiques a celles de
IOUKF sinon meilleures. Pour cela, nous allons analyser les performances de IOIEKF, IOIUKF, IOEKF
et IOUKF a partir de la borne de Cramer-Rao.

" Quelques remarques sur les gains de IOIUKF : la bgure 5 dessine les variations temporelles

de tous les gains de correction, de chaque variation dOangle dQattitude, pour IOUKF et IOIUKF.
Les dilerentes echelles en ordonnee sont identiques entre les deux cas ce qui facilite la lecture
des resultats. Une nouvelle fois, la relative constance des gains de Kalman caracterisant IOIUKF
appara@t comme remarquable. Elle est IQillustration du cadre invariant introduit pour IOestimation
de IOetat du syseéme. Les nombreuses et frequentes Buctuations des gains de IOUKF pour chacun
des angles sont annulees lorsque 10on passe a la version invariante du bltrage et le seul gain calcule
par IOIUKF est le méme que celui calcule par IDUKRa= 0 deges.

12
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Figure 5. Interpretation des erreurs invariantes entre la position reelle P et estimee B

3.2 Analyse des performances

Dans la pratique, il est tés utile de pouvoir borner (inferieurement) la variance dOun quelconque
estimateur. Les Bornes de Cramer-Rao (BCR) donnent IOexpression de la variance minimale que
IOon peut atteindre en estimant le parameétre . Elles sont donc particulérement interessantes et ce
pour plusieurs raisons :

si un estimateur atteint les bornes, et ce quel que soit, alors cOest I0estimateur MVU (Minimum
Variance Unbiaised). On sait quOon ne pourra donc plus ameliorer I0estimation.

ces bornes sont une reference a laquelle on peut comparer tous les estimateurs. En particulier,
connaitre |IOeloignement par rapport aux BCR est instructif parce qu®on connait alors la OmargeO
qui peut encore @tre gagnee. Supposons que IOon possade un estimateur simple, dont la variance est
2 fois plus importante que les BCR. On peut alors se demander si le surcodt calculatoire qui sera
peut étre necessaire pour construire un nouvel estimateur qui se rapprochera des BCR vaut la peine
ou non. Largement utilisee en estimation parametrique, I0inegalite de Cramer-Rao est aussi debnie
pour les processus aleatoires. Cette borne donne donc une indication sur les limites de performance
de IQestimateur.

13
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LOenonce de I0inegalite de Cramer-Rao est le suivant : soit un estimateyr, @dOun vecteur
aleatoire x, construita partir dOun processus observg, k ! { 0,aaan}. On suppose que la FDP
(Fonction de Densite de Probabilite) pXG(X) veribe la condition de regularite suivante :

+#

XI(i#rtn B (x)px, (x) = 0 avec B(x) = (Bnjn ) X)P(Yo,Y1,@@ayn|xn = x)dy; a adyn (21)
"#

A noter que B (x) fait parti dOune sous-classe de processus stochastique appele processus markovien.
Alors, quel que soit IOestimateur non biaise, ¢a variance et la matrice de covariance deg), veripe
IOinegalite suivante :

7 8 72 3.8
E (Bnin) Xn)(8nn) Xn) * | Y(xn), oul(xn)=) E Xn (Xn In p(yn, Xn) (22)

Avec 0/;’{2 operateur derive partiel par rapporta x, et | (n) est IQinformation de Fisher de,,. La

sequencd (xp) sOobtienta I0aide de IOexpression recursive :

| (Xp+ 1) = D22) D21 (xp)+ DY ID12 (23)
. 72 3.8
D= )E — ——Inp(xp 1|x
g n ) 7(Xn2(Xn p( n 1| n) 3 8
ip2=)E 7 U npxpe k) = D2V
' (e (ﬁ(m 3.8 2 8
avecz D2?=)E ( ( In p(Xn* 1|Xn) # ) E7 ( ( In p(yn- 1|Xn+1)3#
: (7X n+12 (X n+1 3.8 (Xn+1  (Xn+1
= ( ( ’
l(xg) =) E — ——Inp(x
7 1(x0) =) o (Xo P(Xo)

La BCR sOobtienta partir de la matrice dOinformation de Fisher(x,) tel que BCR=1(x,)" 1. Une

des particularites de cette information est quOun estimateur est dié"cace si et seulement si il
atteint la BCR quelque soit IOetata estimer. Cette borne est atteignable uniqguement dans le cas ou
le syseéme est lineaire. Dés lors, les principes theoriques de la premére section vont nous étre tes
utiles. lls ont permis de discuter de la dynamique de IQerreur dOestimation sur IOetat invariante. Celle-
ci obeit dans certain casa une equation dOerreur diteutonome et donc permet de ce ramener au
cas dOun syséme au comportement lineaire sur [Oerreur dOetat. Ainsi, dans (Bonnabel and Barrau,
2015) S.Bonnabel et A. Barrau ont demontre que pour un syseéme parametre par un groupe
SO(3), la borne de Cramer-Rao coincide parfaitement avec la covariance retourne par IQalgorithme
IEKF. Dans notre cas, IOequation dOevolution est lineaire. Ainsi, nous devons retrouver la méme
covariance sur |0etat, que IQalgorithme soit invariant ou non. Neanmoins, les resultats precedents,
nous ont montre que lorsque le moddle dOobservation etait non-lineaire, le Pltre de Kalman invariant
permettait dOobtenir grace a IQerreur de sortie invariante, un comportement dOerreur de sortie
lineaire. Reprenons les equations du mocle dOevolution (16) et dOobservation (15) et calculons
IQinformation de Fisher a partir de IOequation recursive (23). On a :

, 1 : )12 3,5

2 p(Xn+1Xn) = Qﬁexp 20, Xn*1) Xn

. : )12 _ 3, 2 3,

T p(Yns1lXne1) = ~5==€XP J=— Ypiy *+SiN(Xns1) + Ypi; ) COSKne+1)
2R, 2Ry

14
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On deduit de ces equationd !, D%, D2 et DZ? :

1 - 7 ( 2 ( 3#8 1
:DM=)E In p(Xp» 1|X = —
é n ) (Xn (Xn p( n 1| n) Qu
12 T2 38 i1 o .
Dy=)E — In p(Xn» 1|x =.-=D
- " ) (X n (é(n+1 P(Xn* 1%n) 38Qu7 n 5 2.8
: # # 1 1
:D2=)E ( ( In p(Xp" 1]X E ( ( In v q|Xn+ = —+ —
7o ) (Xn+1 (X n+1 P(Xn* 1/%n) ) (Xn+1 (X n+1 P(Yn" 1fXn+1) Qu Ry
LOequation (23) sOecrit alors
| (kne1) = — 4 1 (n) (24)

Ry I (Xn)Qu +1

Sur la Pgure 6 sont representees les trajectoires de IQecart-type de I0erreur dOestimation de I0etat
par les bltres EKF,UKF,IEKF,IUKF ainsi que la borne de Cramer-Rao (BCR) a posteriori pour
une covariance de bruit de mesure egale 8.5 et une covariance de bruit de I0etat egale &) 2.
Comme prevu, |Oecart-type de IOerreur dOestimation de IQetat pour IOEKF est la méme que celle
calculee par IOIEKF. Il en est de méme pour les algorithmes UKF et IUKF. Pour ces algorithmes,
|Oecart-type de |Oerreur dOestimation est comme attendu, superieura la BCR malgre que celui calcule
par IOIUKF est tes proche de la BCR. Ce resultat nous permet dOen deduire que IOalgorithme
IUKF, tout comme IQalgorithme UKF, a dOexcellentes performances qui ne sont en rien degradees
par IOinvariance introduite dans le bltre UKF. APn de ne pas alourdir ce rapport, les reponses
temporelles de chaque bltre nOapparaissent pas.

1 T T T T T T T T T
0.85 -
0.65 - -
|
0.45 F -
g
2 0.25 EKF/IEKF 7
- N e R R e e I I
(8]
L
UKF/IUKF
BCR
005 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

N (Zchantillons)

Figure 6. Ecart-type de |Oerreur dOestimation de |Oetat par les blires et BCR
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4. lllustration de IOIUKF pour le cas dOun INS (Inertial Navigation System)

Nous allons maintenant utiliser IOalgorithme IUKF pour resoudre la problematique dOestimation
propre a IOINS. Pour ce faire, nous devons formuler un observateur invariant construita partir des
equations dOevolution et dOobservation de IOINS. Dans ce probBme, les mesures de vitesse et de
position delivrees par un GPS (Global Positioning System) et un barométre viennent enrichir les
mesures disponibles, en plus de celles dep fournies par les accelerométres et les magnetometres.
Grace aux invariances galileennes, les equations du modele peuvent @tre exprimees indileremment
dans le repére avion ou dans le repre terrestre. Les equations du mocle de IOINS (Condomines
et al., 2013) rappelees ci-contre correspondenta la description de la dynamique de IOengin et des
mesures dans le repére terrestre aveq le quaternion de norme unite. La representation dOetat
non lineaire correspondante au modlem i?s peut-@tre decrite sous une forme compacte telle que
Xi= f(x,u)ety = h(x,u)ad x=(q" VT XT + ashy)T, u=(+L al)T ety =(yJ y& yn yg)'.

Pour rappel :
: \14':A+a—q.am.q"1 ~ )\g
+ S = .
M ins : W=V (evolution) > Yh@ S X,) hp g (observation)
= %H=0 qgl.B.qg
j &=0
K =0

En considerant les equations du modlés ;- ins €tle groupe de LieG = Hy# R!! agissant sur tout
|IOespace dOetat associe a la description de la dynamique du syseme, les transformations locales de
groupe suivantes permettent de montrer que la modelisation INS esB-invariante et G-equivariante.

Ainsi &g=(q) V& X{J +J aghg)T! G:

< 2
g. G < ?
; V +\ ("1 ) yv + Vo
_ = X + Xo _ L Rk _ = yx + Xo @
R - A S R
> as &ao B Vs D
hy + hg

(25)
Ces transformations sont equivalentes soita une rotation, soita une translation, soita la composi-
tion dOune rotation et dOune translation qui re-expriment les quantites vectoriellesu ety le repére
terrestre ou engin. La recherche des invariants du probeme, par la methode du repére mobile, visea
determiner le parametrage du groupés qui envoie le vecteur dOetat vers IOelement neutre. Si nous
considerons le cas particulieg= x 1=((q HT) VT ) XT) (g +p. g YT az?) hp+ <X,e3>)7,
nous obtenons :

N
N

? ?

q.q* 1

= V) V =0

= X)) X =0
$al)= 2 q.+b.q1§ a.+.d' B o™ ° (20)

> asaas 21

hpt <X,e3>) (hy+t <X,e3>) 0
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4.1 Formulation de IQobservateur invariant pour IOINS

En suivant la methodologie presentee dans (Condomines et al., 2013), une structure possible

pour tout observateur invariant, peut étre explicitee ici dans le cas de IOINS comme il suit :
< ?
13

4= 50. (tm) Bp)+ 7 (K’SJ()qEV + K’&'J() gEx + I@S’()qEBH VQE,”()thA ae . 9
: i=1  jz1 2
: §.am. G 1 1313 . ] ) )
V=Ax & v (’QSJ()VEV + K’§<”()VE>< + ’Q(B”()VEB)* p@ﬁ”()thA ae
: <® =1 j=1 2
Do . 13 s ) ) )
=9+ > (I@S’()X Ev + |@§(”() x Bx * I@(E;J()x Eg)+ mﬂl()x EnA e
O . i=1 <j =1 ')
M s N 13 13 . . , .
Séh=at > (R B+ R B+ 0L Es)+ R, EA del g
z <i=l j=1 2
: 13 . . .
i & =aa (@82 o Ev + IQQ)( a Ex + I@gg 2. E8)+ I@ﬂ() o EnAA
= j=1
I (i) (Q) () (Q)
ENY - . i i i i
i M= (oY) LB+ RY B+ WY Es)+ KD E,
j=1
a) IOexpression de I0erreur de sortie invariarfieest donnee par :
< ? < . ?
Ev 0 1 ‘9) Yv
= Ex@ ) = %)y @
S =h e=$:1(0),% :(u o 1 =2 . X, 27
> EB X ( ) £ ( ) ) 8% (y) > < )©,e3 S ) ﬁb)" yh ( )

En B) 6.ys. 0"

Dans les equations du bltre, nous retrouvons les composantes du repere invariant dreu et
les dilerents gains matriciels ¥ en vert. Les valeurs de ces matrices de gain peuvent étre bxees
arbitrairement pour imposer une dynamique souhaitee a IOestimateur. En elet, dans le cas de la
synthése dOobservateurs invariants selon les principes de la methode constructive, appliquee ici
aux cas de IOINS, il est possible de deriver un ensemble de relations analytiques qui permettent
de deduire directement, et donc analytiquement, des valeurs admissibles pour les gains. COest en
cela que IQapproche issue de la litterature du domaine porte le qualiPcatif de constructive. Il en
resulte immediatement que la convergence des erreurs dOestimation peut étre assuree (au sens des
invariants du probeme dQestimation) et que, conjointement, la dynamique de IQestimateur peut étre
choisie librement. Pour pallier a la di#culte de regler les gains de correction manuellement et de
sOalranchir de la linearisation de IOerreur dOestimation sur IQetat invariant, nous allons appliquer le
pltre IUKF. On en deduit IOexpression analytiqug (x, ¥) telle que :

< 1? Q q"l ? 1) . ql ?
0@ = 9) Vv = V) ¥
o ._Z0 = ®) X = X) %
JCR)=8) (== 0@ = g (wp) wy . q"l%‘ = q. (Wo) ). q"l%
> 1K > Bas > 1) é&las
0 By) hp hp) Ry
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4.2 Premiers resultats et analyse du RIUKF

Les donnees dOentree ayant servies de reference pour
cette premire evaluation de IOapproche de type RIUKE
sur un INS correspondent a celles issues dOune si-
mulation dOun modle dynamique decrivant le mouve-
ment de chute libre dOunparafoil (https ://Rightop-
portunities.nasa.gov/technologies/66/). Ces donnees si-
mulees, traitees sans bruit, ont permis de valider fa-
cilement les principes methodologiques developpes par
JP.Condomines, C. Seren et G.Hattenberger dans le cas
dOun AHRS et de tirer les premires conclusions pour le
RIUKF appliquee a un INS. LOhorizon temporel de la
simulation de reference selectionnee pour valider IQalgo-
rithme est dOun peu plus de 100 secondes. La dynamiqugigure 7. Mocle de parafoil developpe par la
. - . NASA avec sa charge utile
simulee du syseéme de parachute est relativement forte
comme [Qillustreront les Pgures retragant les evolutions
temporelles de IQattitude, de la vitesse et de la position de reference de IOengin. En elet, nous y
observerons des variations dOangle de gdite, de cap et dOassiette de plusieurs dizaines de degres ainsi
gue des variations de vitesse de plusieurs dizaines de metres par seconde. Enbn, les resultats et
estimations obtenus en appliquant IOalgorithme du RIUKF aux donnees sont systematiquement
compares avec ceux fournis par un algorithme UKF standard.

Estimation de |Qattitude :la bPgure 8 fournit respectivement les estimes UKF et RIUKF des
angles dQOattitude de 10engin, et les comparent dans les deux cas aux pseudo-mesures associees qui
ont ete reconstruites a partir de la donnee des composantes du vecteur dOetat servant de reference
correspondantes au quaternion du syséme. Les angles estimes collent quasi-parfaitement dans les
deux cas aux valeurs de reference. Comme dans le cas de IDAHRS (Attitude and Heading Reference
System) presente dans, que cela soit pour IDUKF ou le RIUKF, IQattitude gharafoil selon les

trois axes est tes correctement restituee. Les traces des erreurs dOestimation (selon une echelle
logarithmique en ordonnee) montrent que IQestimateur IUKF converge mieux et plus rapidement

vers les vraies valeurs des paranmetres de vol. En elet, les amplitudes de ces erreurs sont plus faibles
dans le cas du RIUKF. Par ailleurs, IQanalyse comparee de ces graphes dOerreurs tenda prouver que
les residus dOestimation sur IOetat sont plus stables au cours du temps dans le cas du RIUKF, etant
donne quQil est possible dOobserver une lente et legere decroissance de ceux-ci dans le cas de IOUKF.
Les estimes delivres par [Oapproche RIUKF semblent donc étre de meilleure qualite au regard de
ceux produits par un algorithme dOestimation de type UKF standard.

Estimation de IOetat associe au quaternion ayant observe une reconstitution quasi-parfaite des
angles dQattitude, il appara@t normal de constater quOil en va de méme pour les composantes du
quaternion. Que ce soit pour IOUKF ou le RIUKF, le quaternion estime est semblable en tout point

a la reference. Le fait notable concerne ici les courbes & 1 ecart-type (theorique i.e. calcule par
|Qalgorithme) tracees en pointilles noirs pour chaque composante de IQetat associe au quaternion. Les
Pgures 10 et 11 illustrent tés clairement des dilerences entre IQapproche de type UKF et RIUKF.

En elet, pour un méme reglage des matrices de covariance estimees pour les bruits dOevolution et
de mesure Q et R), le niveau dOincertitude determine par IOUKF apparait tes Ructuant sur les
composantesy; et ¢ dans IQintervalle [2030]. A IQoppose, les ecarts-types theoriques calcules par
IOIUKF, ap®s un regime transitoire de quelques secondes, convergent vers des valeurs constantes
autour de chaque etat moyen @8, Gi, G, Gs|z), €tant donnees les observationg. Du coup, les elets
liesa la non-exactitude du mockle de IOINS utilise se font ici ressentir dans les traces de ces ecarts-

3. La multiplicationa droite du quaternion g par le quaternion qo electuee dans la section precedente justiPe le terme Right
IUKF dans la suite du document.
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